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Для решения трехмерных структурных обратных задач гравиметрии и магнитомет-
рии о нахождении поверхностей раздела слоев постоянной плотности либо намагни-
ченности для модели многослойной среды предложен линеаризованный модифици-
рованный метод наискорейшего спуска с весовыми множителями. Построен лине-
аризованный метод сопряженных градиентов и его модифицированный вариант с ве-
совыми множителями для решения задач гравиметрии и магнитометрии в много-
слойной среде. На основе модифицированных методов градиентного типа разработа-
ны эффективные параллельные алгоритмы, численно реализованные на многоядер-
ном процессоре Intel и графических процессорах NVIDIA. Для модельной задачи 
проведено сравнение параллельных итерационных алгоритмов по относительной по-
грешности,  числу итераций и времени счета. 

1. Введение 

Важнейшими задачами при исследования структуры земной коры являются обратная  зада-
ча гравиметрии о нахождении поверхностей раздела сред постоянной плотности по известным 
скачкам плотности и гравитационному полю, измеренному на некоторой площади земной по-
верхности [1] и задача магнитометрии о нахождении поверхностей раздела сред постоянной 
вертикальной намагниченности по известным скачкам намагниченности и вертикальной ком-
поненте магнитного поля, измеренной на некоторой площади земной поверхности [2]. Задачи 
гравиметрии и магнитометрии описываются нелинейными интегральными уравнениями Фред-
гольма первого рода. При разработке методов решения задач используются идеи итеративной 
регуляризации [3]. После дискретизации задачи сводятся к системам нелинейных уравнений 
большой размерности. Необходимость повышения точности результатов решения задач, в 
частности, использование более мелких сеток, существенно увеличивает время вычислений.  

Одним из путей уменьшения времени расчетов и повышения эффективности решения гео-
физических задач является распараллеливание алгоритмов  и использование   многопроцессор-
ных вычислительных систем (МВС).  В Институте математики и  механики УрО РАН (г. Екате-
ринбург) установлен суперкомпьютер «Уран», который успешно используются при решении 
прикладных задач. Суперкомпьютер «Уран» включает в себя гибридный вычислительный кла-
стер на основе видеоускорителей  GPU NVIDIA Tesla и многоядерных  Intel Xeon CPU. 

В данной работе для решения трехмерных структурных обратных задач гравиметрии и 
магнитометрии о нахождении поверхностей раздела слоев постоянной плотности либо намаг-
ниченности предложены линеаризованные модифицированные методы наискорейшего спуска 
и сопряженных градиентов с переменными весовыми множителями для модели нижнего полу-
пространства в форме многослойной среды. На основе модифицированных методов градиент-
ного типа решения задач гравиметрии и магнитометрии для многослойной среды разработаны 
эффективные параллельные алгоритмы, численно реализованные на многоядерном процессоре 
Intel и графических процессорах NVIDIA. Для модельной задачи проведено сравнение парал-
лельных итерационных алгоритмов по относительной погрешности,  числу итераций и времени 
счета. Параллельные алгоритмы встроены в разработанную систему удаленных вычислений 
«Специализированный веб-портал решения задач на многопроцессорных вычислительных си-
стемах».  

                                                   
* Работа выполнена в рамках программы фундаментальных исследований  УрО РАН (проект 15-7-1-3)  и 
при частичной поддержке РФФИ (проект 15-01-00629a).  
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2.  Обратные задачи гравиметрии и магнитометрии о нахождении по-
верхностей раздела сред  

2.1  Обратная задача гравиметрии  о нахождении поверхностей раздела для моде-
ли многослойной среды 

Рассматривается трехмерная структурная обратная задача гравиметрии о нахождении по-
верхностей раздела сред по известным скачкам плотности и гравитационному полю, измерен-
ному на некоторой площади земной поверхности.   

Предполагается, что нижнее полупространство состоит из нескольких слоев постоянной 
плотности, разделенных искомыми поверхностями  1,..., ,lS l L  где L — число границ раз-
дела (рис. 1).  Гравитационный  эффект от такого полупространства равен сумме гравитацион-
ных эффектов от всех поверхностей раздела. 

 
Рис. 1. Модель многослойной среды для задачи гравиметрии 

Пусть поверхности раздела задаются уравнениями ( , ),l lz z x y  скачки плотности на них 
равны ,l поверхности имеют горизонтальные асимптотические плоскости ,l lz H т.е.  

lim ( , ) 0.l lx
y

z x y H



    Поле от суперпозиции границ с точностью до постоянного слагаемого 

равно [4] 
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где f — гравитационная постоянная,  L — число границ раздела,  
1

, ,0
L

l
l

g x y g


   —  

суммарное аномальное гравитационное поле, измеренное на земной поверхности. 
Функции  , ,l lz z x y описывающие искомые поверхности раздела, удовлетворяют нели-

нейному двумерному интегральному уравнению Фредгольма первого рода (1).  

После дискретизации уравнения (1) на сетке n M N  , где задана правая часть  , ,g x y  

и аппроксимации интегрального оператора  A z  по квадратурным формулам имеем вектор 

правой части  ,F x y  размерности ,M N результирующий вектор решения  
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   1 , ,..., ,Lz z x y z x y     размерности ,L M N  матрицу производной оператора  TkA z  

размерности M N L M N     и  систему нелинейных уравнений  

                                         .n nA z F                                                                        (2) 

Задача является недоопределенной, т.к. по заданной функции  ( , )g x y  мы  пытаемся 
найти несколько неизвестных  функций  ( , ),l lz z x y   что влечет  неединственность  решения.   

2.2  Обратная задача магнитометрии о нахождении поверхностей раздела сред для 
модели многослойной среды  

Рассматривается трехмерная структурная обратная задача магнитометрии о нахождении 
поверхностей раздела сред на основе данных о магнитном поле, измеренном на некоторой 
площади  земной поверхности, и скачкам векторов намагниченности.    

Предполагается, что нижнее полупространство состоит из нескольких слоев постоянной 
вертикальной намагниченности  1,..., ,z

l lJ J l L  разделенных искомыми поверхностями ,lS  
где L — число границ раздела (рис. 2).  Магнитный эффект от такого полупространства равен 
сумме магнитных эффектов от всех поверхностей раздела. 

 
Рис. 2.  Модель многослойной среды для задачи магнитометрии 

Пусть поверхности раздела задаются уравнениями  , ,l lz z x y скачки модулей векторов 

намагниченности  на них равны ,lJ поверхности имеют горизонтальные асимптотические 

плоскости ,l lz H  т.е.  
,
lim ( , ) 0.l lx y

z x y H


    Поле от суперпозиции границ с точностью 

до постоянного слагаемого равно 
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z z
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    —  суммарное аномальное магнитное поле, измеренное на земной 

поверхности. 
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Функции  , ,l lz z x y описывающие искомые поверхности раздела, удовлетворяют нели-

нейному двумерному интегральному уравнению Фредгольма первого рода (3). 

После дискретизации уравнения (3) на сетке ,n M N  где задана правая часть 

 , ,zH x y и аппроксимации интегрального оператора  B z  по квадратурным формулам име-
ем вектор правой части ( , )F x y  размерности ,M N результирующий вектор решения 

   1 , ,..., ,Lz z x y z x y     размерности ,L M N  матрицу производной оператора  TkB z  

размерности M N L M N     и  систему нелинейных уравнений типа (2) 
 

                                         .n nB z F                                                                        (4) 

Задача является недоопределенной, т.к. по заданной функции   ,zH x y  мы  пытаемся 

найти несколько неизвестных  функций   , ,l lz z x y  что влечет  неединственность  решения.   

3.  Методы решения обратных задач гравиметрии и магнитометрии о 
нахождении поверхностей раздела сред  

3.1  Линеаризованные методы наискорейшего спуска и минимальной ошибки с перемен-
ными весовыми множителями 

Обратные задачи гравиметрии и магнитометрии является существенно некорректными за-
дачами, решения которых не единственны и обладают сильной чувствительностью к погрешно-
стям правых частей,  полученной в результате измерений и предварительной обработки геофи-
зических данных.  

В работе [5] предлагаются линеаризованные методы градиентного типа с постоянным 
демпфирующим множителем ,  которые можно использовать для решения задач гравиметрии 
и магнитометрии для модели двухслойной среды. В работах [6, 7]  для решения задач грави-
метрии и  магнитометрии для модели многослойной среды при решении систем нелинейных 
уравнений (2) и (4) предложены и использованы линеаризованные итерационные методы гра-
диентного типа (наискорейшего спуска и минимальной ошибки) с весовыми множителями ,i  

вычисляемыми  для  каждой компоненты  1,...,iz i L M N   : 

• линеаризованный метод наискорейшего спуска (ЛМНС) 

   
        

2

1
2

( )
, ;

k
Tk k k k k k

i i i i
k k

S z
z z S z S z A z A z F

A z S z
     


                 (5) 

• линеаризованный метод минимальной ошибки (ЛММО) 
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1
2 ,

k
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k

A z F
z z S z

S z
 


                                                             (6)                                                       

где iz — i-ая компонента результирующего вектора ,z k  — номер итерации,  — демпфиру-
ющий параметр.    
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3.2  Линеаризованный модифицированный метод наискорейшего спуска  

В данной работе для решения задач гравиметрии и магнитометрии в многослойной среде 
предлагается  линеаризованный модифицированный метод наискорейшего спуска. 

Модификация метода (5) состоит во внесении весовых множителей в направление линей-

ного поиска, т. е. 
21( ) ( )

2
S x A x y     

заменяется на ( ),v S x  где  — диагональная 

матрица, состоящая из весовых множителей, и в этом направлении ищется минимум суммарной 
невязки. Это уменьшает число итераций по сравнению с методом (5). 

Метод принимает вид: 

•  линеаризованный модифицированный метод наискорейшего спуска (ЛММНС) 

 
 

        1
2 , , ;

T k
Tkk k k

k
k k

k

S z
z z v S z S z A z A z F

A z

v
v

v
      


             (7) 

где   — демпфирующий параметр, k  — номер итерации, — диагональная матрица, состо-
ящая из весовых множителей 1 2, ,..., L M N     .  

3.3  Линеаризованный метод сопряженных градиентов и его модифицированный вариант 

Построим линеаризованный метод сопряженных градиентов по аналогии с линеаризован-
ными методами наискорейшего спуска и минимальной ошибки.  

Рассмотрим систему нелинейных уравнений 

                   A x y  

с дифференцируемым по Фреше оператором  : n mA R R . Если решение существует, то зада-

ча его нахождения эквивалентна задаче минимизации 
21min ( ) : .

2
nA x y x R   

 
  

Обозначим         21( ) .
2

TS x A x A x y A x y       
 Для решения задачи предлага-

ется итеративный процесс вида 

1 ,k k k kx x p            (8) 

где 0k  — номер итерации, 0
nx R — некоторое начальное приближение, k — размер шага, 

направления kp  получаются по формуле 

    
    

1

0 0 0 ,

,T
k k k k k

T

p A x A x y p

p A x A x y

   

  
 

и параметры k  по модифицированной формуле Полака-Рибьера-Поляка [8] 
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Такой процесс можно назвать вариантом нелинейного метода сопряженных градиентов [9]. 
В классических методах размер шага k  находится решением задачи: 

  2
,arg mink k kA x p y



     

т.е. на каждой итерации необходимо решить одномерную задачу минимизации.  
Вместо выполнения этой трудоемкой процедуры модифицируем процесс (8) аналогично 

линеаризованным градиентным методам из [10].  
Линеаризуем оператор A  в точке kx  

    ( ) k k kA x A x A x x x    

и найдем размер шага k  решением задачи минимизации для линеаризованного выражения: 

          
      

2 2arg min arg min

2 22arg min 2 .

k k k k k k k k k

T
k k k k k

A x A x x p x y A x y A x p

A x y p S x A x p

 



  

 

         

   
 

Отсюда размер шага находится по формуле 

 
  2 .

k

T
k k

k k
kx

p S x

A p
   


  

После добавления демпфирующего множителя   процесс (8) запишется в виде: 

 линеаризованный метод сопряженных градиентов (ЛМСГ) 
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     (9) 

Метод (9) можно использовать для решения структурных задач для моделей двуслойной 
среды. 

Для решения задач гравиметрии и магнитометрии в многослойной среде, сводящимся к си-
стемам (2) и (4), модифицируем метод (9), добавив весовые множители i  в направления 

 kS z  аналогично  (7).  
Таким образом, имеем: 
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•   линеаризованный модифицированный метод сопряженных градиентов (ЛММСГ) 
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     (10) 

где   — демпфирующий параметр, k  — номер итерации, — диагональная матрица, состо-
ящая из весовых множителей 1 2, ,..., L M N     .  

3.4  Выбор весовых множителей 

Для компенсации разномасштабности фрагментов вектора решения проведем замену пе-

ременных и  будем  искать не абсолютное значение  , ,lz x y  а относительное отклонение от 

асимптотической плоскости    ,, 1.l
l

l

z x yz x y H   

Весовые множители i  для каждой компоненты  1,...,iz i L M N    будем выбирать  
следующим образом:   

     

 

1 2 1 2 1 2

( 1) 1 ( 1) 2

,

, ,... , ,..., ,..., , ,..., ,
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max
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Z
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где  1,...,lF l L  — аномальные поля от гравитирующих либо магнитных масс, находящиеся 

между соответствующими глубинами 1lH   и 1lH   0 10, LH H    для искомых поверх-

ностей раздела  1,..., ,lS l L  выделенные из общего гравитационного  ,g x y  или магнит-

ного поля  ,zH x y  по методике [11],  ˆ 1,...,lZ l L — известные нулевые приближения 

соответствующих искомых поверхностей раздела ( 1,..., ),lS l L    — сглаживающий пара-

метр. 

В качестве начального приближения можно использовать горизонтальные асимптотиче-
ские плоскости 0 0z   либо известное нулевое приближение Ẑ .   Условием останова итераци-
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онных процессов является выполнение условия ( ) /A z F F     при достаточно малом  ,  

где   
1

.
L

l
l

F F


  

4.  Распараллеливание и численная реализация итерационных мето-
дов решения обратных задач 

Параллельные алгоритмы решения структурных обратных задач гравиметрии и магнито-
метрии о восстановлении поверхностей раздела сред для модели многослойной среды на осно-
ве модифицированных линеаризованных градиентных методов численно реализованы на мно-
гоядерном процессоре Intel и графических процессорах NVIDIA, входящими в состав супер-
компьютера «Уран» (ИММ УрО РАН).  Параллельные алгоритмы реализованы на многоядер-
ном процессоре Intel с помощью технологии OpenMP, на GPU NVIDIA Tesla — c помощью 
технологии CUDA и библиотеки CUBLAS. 

Алгоритмы имеют два узких места: вычисление на каждой итерации значений интеграль-
ного оператора  kA z  и матрицы производных  kA z  и матрично-векторные операции. 

Распараллеливание проводится путем разделения матрицы  kA z  горизонтальными по-

лосами на m  блоков и вектора  kA z  на m  фрагментов, таких что ,n m K  где n  — раз-

мерность матрицы и векторов, m — число процессорных ядер, K — число строк матрицы и 
элементов вектора в блоке. Основной поток исполнения  (помимо исполнения своего фрагмен-
та расчетов) занимается созданием дополнительных OpenMP-потоков и их синхронизацией.  На 
текущей итерации каждый дополнительный поток вычисляет свой блок матрицы производных 
и вектора   ,kA z  а затем основной поток объединяет результаты. 

С целью оптимизации выполнения векторно-матричных операций проведено распаралле-
ливание и векторизация циклов с помощью технологии OpenMP и средств компилятора Intel 
соответственно.  

При реализации на CUDA при нахождении значения оператора и матрицы производных 
kernel-функция выполняет фрагмент вычислений, соответствующий одной точке сетки, а ре-
зультаты объединяются с помощью атомарных операций. Стандартные векторно-матричные 
операции выполняются с использованием функций библиотеки CUBLAS. 

Матрица  kA z  имеет большую размерность и занимает значительный объем оператив-
ной памяти, поэтому оптимальным оказывается метод вычисления элементов матрицы произ-
водных «на лету», то есть вычисление значения элемента матрицы происходит в момент обра-
щения к этому элементу без сохранения его в памяти. 

Алгоритмы решения структурных обратных задач магнитометрии о восстановлении по-
верхностей раздела сред встроены в разработанную систему удаленных вычислений  «Специа-
лизированный веб-портал решения задач на многопроцессорных вычислителях» [12], установ-
ленный в Отделе некорректных задач анализа и приложений Института математики и механики 
УрО РАН. В настоящее время пилотная версия веб-портала предусматривает запуск программ 
для решения задач грави-магнитометрии на суперкомпьютере «Уран» с указанием  числа про-
цессорных узлов или ядер  (NVIDIA Tesla, Multi-Core CPU).  

5.  Результаты численных экспериментов 

Здесь  мы  рассмотрим решение структурной задачи гравиметрии для трехслойной среды, 
разделенной двумя искомыми поверхностями на площади ,S  имеющей размеры  99 109  км2.   

Суммарное гравитационное поле  ,g x y  на площади S  находилось путем решения 
прямой задачи гравиметрии (1) с известными границами раздела (рис. 3): 
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Расстояния до асимптотических плоскостей принимались равными 1 5H  км и 2 20H   км. 

Скачки плотностей на границах принимались равными 1 20.21, 0.07      г/см3. 
После дискретизации уравнения (1) на сетке 256 256  имеем вектор правой части ( , )F x y  

размерности 65536, результирующий вектор решения    1 2, , ,z z x y z x y     размерности 

131072, матрицу производной оператора  TkA z  размерности 65536 131072  и систему 
нелинейных уравнений вида (2). 

На рис. 3 изображены модельные поверхности «квадратные горка и впадина» и «впадина».  
На рис. 4 изображено общее аномальное гравитационное поле, порождаемое этими поверхно-
стями. 

Задача решалась тремя методами с весовыми множителями: линеаризованным методом 
наискорейшего спуска (5), модифицированными методами наискорейшего спуска (7) и сопря-
женных градиентов (10). 

На рис. 5 приводятся приближенные решения структурной задачи гравиметрии в трех-
слойной среде с модельными данными.   

 
Рис. 3. Модельные границы 1( , )z x y  и 2 ( , )z x y   

 
Рис. 4. Общее аномальное гравитационное поле 

16



 
Рис. 5. Восстановленные границы 1( , )z x y

и 2 ( , )z x y
 

Задача решалась на вычислительных узлах суперкомпьютера «Уран»: на многоядерном 
процессоре Intel Xeon с применением технологии OpenMP и на графических процессорах 
NVIDIA Tesla с помощью технологии CUDA. Для многоядерных процессоров проведена опти-
мизация выполнения векторно-матричных операций опциями компилятора ICC и векторизация 
циклов с помощью директивы #pragma simd. В результате время решения задачи уменьшилось 
в несколько раз. 

Для модельной задачи гравиметрии проведено сравнение градиентных методов и парал-
лельных алгоритмов по относительной погрешности, числу итераций и времени счета.                    

В табл. 1 представлены результаты решения задачи гравиметрии в трехслойной среде для 
модельных поверхностей. В первом столбце таблицы приводится метод решения задачи. При 
решении задачи весовые множители  i  выбирались из нулевых приближений границ с пара-
метром 1.2  . Демпфирующий параметр для модифицированных методов брался равным 

0.5  , для немодифицированного метода наискорейшего спуска 1  . Условие останова 
0.01.   Во втором и третьем столбцах таблицы приводятся наименьшие относительные по-

грешности восстановленных поверхностей /T пр T
i i i iz z z   , где 1 — погрешность для 

1 5H   км, 2 — погрешность для 2 20H   км. В четвертом столбце приводится число итераций 
N . В остальных столбцах приводятся времена решения задачи:   1T  — время решения на одном 
ядре процессора Intel Xeon E5-2660 (2.2 ГГц), 2T — время решения на 8 ядрах Intel Xeon,  3T    — 
время решения на  GPU NVIDIA Tesla  M2090. 

 
Таблица 1.  Относительные погрешности и времена решения модельной задачи 

Метод 1  2  N  1T  2T    3T  

ЛМНС 0.028 0.032 166 14.5 часов 113 мин. 14.4 мин. 
ЛММНС 0.028 0.034 30 2.55 часа 20 мин. 3.3 мин. 
ЛММСГ 0.028 0.032 21 1.9 часа 14 мин. 2.3 мин. 

Численные эксперименты, выполненные для модельной задачи, показали, что использова-
ние модифицированных методов градиентного типа по сравнению с их немодифицированными 
вариантами на порядок уменьшает число итераций при сравнимой относительной погрешности. 
Линеаризованный модифицированный метод сопряженных градиентов работает быстрее. 

Распараллеливание алгоритмов при решении обратных задач гравиметрии на многоядер-
ном процессоре Intel Xeon с оптимизацией и GPU NVIDIA Tesla уменьшает время счета.  Реше-
ние задачи на 8 ядрах Intel Xeon модифицированными градиентными методами составило ме-
нее 20 минут. Решение задачи на GPU модифицированными методами — две-три минуты.  
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5. Заключение 

Для решения трехмерных структурных обратных задач гравиметрии и магнитометрии о 
нахождении поверхностей раздела для модели многослойной среды предложен модифициро-
ванный метод наискорейшего спуска. Построен линеаризованный метод сопряженных градиен-
тов и его модифицированный вариант для решения задач в многослойной среде. На основе ли-
неаризованных модифицированных методов градиентного типа решения задач гравиметрии и 
магнитометрии для моделей многослойной среды разработаны эффективные параллельные ал-
горитмы, численно реализованные на многоядерных процессорах и графических процессорах 
NVIDIA, входящих в состав суперкомпьютера «Уран». Проведена оптимизация параллельных 
алгоритмов. Параллельные алгоритмы встроены в разработанную систему удаленных вычисле-
ний «Специализированный веб-портал решения задач на многопроцессорных вычислительных 
системах».  Решена модельная задача гравиметрии, проведено сравнение параллельных итера-
ционных алгоритмов по числу итераций и времени счета. Распараллеливание алгоритмов при 
решении обратных задач магнитометрии на многоядерном процессоре Intel Xeon с оптимизаци-
ей и графических процессорах NVIDIA Tesla уменьшает время счета.  

Авторы выражают благодарность члену-корреспонденту РАН В.В. Васину за полезные об-
суждения и внимание к работе.  
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