
Âûñîïðîèçâîäèòåëüíûå àëãîðèòìû îáðàùåíèÿìàòðèö íà GPU∗Í.Ñ. Íåäîæîãèí, À.Ñ. Ñàðìàêååâà, Ñ.Ï. ÊîïûñîâÈíñòèòóò ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍÎáðàùåíèå ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷,òàêèõ êàê ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ïîñòðîåíèå ïðåäîáóñëàâëèâà-òåëåé, âû÷èñëåíèå äîïîëíåíèÿØóðà â ìåòîäàõ äåêîìïîçèöèè îáëàñòè, öè�ðîâàÿîáðàáîòêà èçîáðàæåíèé è ò. ä. �àçðàáîòêà âûñîïðîèçâîäèòåëüíûõ ïàðàëëåëüíûõàëãîðèòìîâ îáðàùåíèÿ ìàòðèö ñâÿçàíà ñ ý��åêòèâíûì õðàíåíèåì è îòîáðàæå-íèåì àëãîðèòìîâ íà ñîâðåìåííûå ìíîãîÿäåðíûå àðõèòåêòóðû. Íàðÿäó ñ òðàäèöè-îííûìè ìåòîäàìè îáðàùåíèÿ � LU -�àêòîðèçàöèåé è ìåòîäîì �àóññà-Æîðäàíà,ðàññìîòðåíû ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ïîïîë-íåíèÿ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿý��åêòèâíî âûïîëíÿåìûå íà ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ. Â ðàáîòå ïðîâåäåíîñðàâíåíèå íà òåñòîâûõ ìàòðèöàõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ íà CPU è GPU.1. ÂâåäåíèåÏðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âûáîðà òîãî èëè èíîãî ìå-òîäà èëè åãî ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè. Ïîÿâëåíèå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ âû÷èñ-ëåíèé îáùåãî íàçíà÷åíèÿ íà ãðà�è÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ (GPGPU) ïîçâîëèëî íà ðÿäå çàäà÷,â òîì ÷èñëå âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû, ïîëó÷àòü óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé â äåñÿòêèè ñîòíè ðàç, ïî ñðàâíåíèþ ñ öåíòðàëüíûì ïðîöåññîðîì (CPU). Òûñÿ÷è ïîòîêîâ GPU ìîãóòý��åêòèâíî âûïîëíÿòü îäíîâðåìåííî áîëüøîå ÷èñëî ïðîñòûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé,÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ è àääèòèâíûõ îïåðàöèé ñ âåêòîðàìè è ìàòðèöà-ìè. Âìåñòå ñ òåì, ïîñëåäîâàòåëüíûå îïåðàöèè è âåòâëåíèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ ðàçëîæåíèÿìàòðèö íà òðåóãîëüíûå ìíîæèòåëè, âûïîëíÿþòñÿ GPU ìåäëåííåå, ÷åì ÿäðàìè CPU.Äàííàÿ ðàáîòà îðèåíòèðîâàíà íà ý��åêòèâíûå ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ îáðàùåíèÿ ñèì-ìåòðè÷íûõ ðàçðåæ¼ííûõ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèáðèä-íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ ñ GPGPU. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ îáðàùå-íèÿ ìàòðèö, èìåþùèõ ðàçðåæåííóþ ñòðóêòóðó. Ïðè ðåàëèçàöèè âñåõ ìåòîäîâ ó÷èòûâàëàñüñòðóêòóðà õðàíåíèÿ â ñæàòîì �îðìàòå.2. Àëãîðèòìû îáðàùåíèÿ ìàòðèö�àññìîòðèì âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå àëãîðèòìû ÿâíîãî è íåÿâíîãî îáðàùåíèÿ ìàòðèöíà ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðå ñ âûäåëåíèåì îïåðàöèé ý��åêòèâíî âûïîëíÿåìûõ íà óíèâåð-ñàëüíûõ è ãðà�è÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ. Õîòÿ ÿâíîå îáðàùåíèå ìàòðèöû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõìîæåò áûòü íåöåëåñîîáðàçíûì, îíî ïî-ïðåæíåìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ðàçëè÷íûõ ïðè-êëàäíûõ îáëàñòÿõ, ãäå âñòðå÷àþòñÿ áîëüøèå ðàçðåæåííûå è, ïîðîé, ïëîõîîáóñëîâëåííûåìàòðèöû.
LU-�àêòîðèçàöèÿ (LU). Äëÿ çàäàííîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ðàç-ëîæåíèå íà âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ U è íà íèæíþþ òðåóãîëüíóþ L ìàòðèöû. Åñëè ìàòðèöû

A,U,L îáðàòèìû, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: A−1 = U−1L−1. Òàê êàê �àê-òîðèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü äëÿ ìàòðèö õðàíÿùèõñÿ â �îðìàòå CSR, ïðè ïîñòðîåíèè L è Uñóììèðîâàëèñü ëèøü òå ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâîâàëè íåíóëåâûå ýëåìåíòû èñõîä-íîé ìàòðèöû [1℄. �àññìàòðèâàëàñü òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ LU -�àêòîðèçàöèè
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 14-01-31066-ìîë_a,14-01-00055-a, 13-01-00101-à) è ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ � 18 ïðè ïîääåðæêå ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò 12-Ï-1-1005).

283



íà CPU, ïîêàçûâàþùàÿ íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äëÿ ìàëûõ è ñðåäíèõ ìàòðèö. Îñîáåííî-ñòè äàííîãî àëãîðèòìà íå ïîçâîëÿþò ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü âñå âîçìîæíîñòè ìàññèâíî-ïàðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðû GPU.Ìåòîä �àóññà-Æîðäàíà (GJ). Ïîòåíöèàëüíî, ìåòîä �àóññà-Æîðäàíà áîëüøå ïîä-õîäèò äëÿ âû÷èñëåíèé íà ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ, ÷åì àëãîðèòì îñíîâàííûé íà LU -ðàçëîæåíèè. Â ðàññìàòðèâàåìîì âàðèàíòå âñå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ íà öåíòðàëüíîì ïðî-öåññîðå CPU. Òàê êàê ïðåîáëàäàþùèå âû÷èñëåíèÿ â äàííîì ìåòîäå ñîäåðæàò ìàòðè÷íûåîïåðàöèè, òî â äàëüíåéøåì ìîæíî îæèäàòü âûñîêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âàðèàíòà äëÿãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû ïðè ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè CPU+GPU. Îäíàêî, â ðàáîòå [2℄ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíî ïîëó÷àåìîå òðåõêðàòíîå óñêîðåíèå ìåòîäà îáðàùåíèÿ �àóññà-Æîðäàíà äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ îäèíàðíîé òî÷íîñòüþ è ðàçäåëåíèåì îïå-ðàöèé âûïîëíÿåìûõ íà CPU è GPU.Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG). �àññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå àëãîðèòì âû-÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ñîñòîèò èç ðåøåíèé ìàòðè÷íîé ñèñòåìû âèäà AX = E, ãäå E �åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñèñòåìà ý��åêòèâíî ðåøàåòñÿ íà GPU ïðåäîáóñëîâëåííûì àëãîðèò-ìîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Èñïîëüçîâàíèå â òåñòàõ ïðîñòåéøåãî äèàãîíàëüíîãî ïðåäî-áóñëàâëèâàòåëÿ ñâÿçàíî ñ îáåñïå÷åíèåì ìèíèìàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò (êîëè÷åñòâàòðåáóåìîé ïàìÿòè, âðåìåíè ïîñòðîåíèÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ è âðåìåíè åãî ðåøåíèÿ) íàGPU äëÿ ìàòðèö îáùåãî âèäà.�åàëèçàöèÿ àëãîðèòìà áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [3℄. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òîîöåíêà ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû çàòðóäíåíà è îáðàùåííóþ ìàòðèöóïðèõîäèòñÿ õðàíèòü ïîëíîñòüþ, ÷òî íàêëàäûâàåò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà èñïîëü-çóåìóþ ïàìÿòü ïðè ðàáîòå ñ GPU. Â ñëó÷àå îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõãðàäèåíòîâ ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåòñÿ ïî ñòîëáöàì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàçó ïðåîáðàçî-âûâàòü ìàòðèöó â ñæàòûé �îðìàò è, òåì ñàìûì, ñíèæàòü îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð çàäà÷è,ðåøàåìîé íà GPU. Â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ îïåðàöèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-íèÿ, íîðìû âåêòîðîâ, ñóììû âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð ðàñïàðàëëåëåíû ñïîìîùüþ áèáëèîòåêè 
uBLAS. Ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðåàëèçîâàíî ñ ïîìîùüþòåõíîëîãèè CUDA â âåêòîðíîì âàðèàíòå ñ âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ GPU.Ìåòîä ïîïîëíåíèÿ (SM). Èäåÿ ìåòîäà ïîïîëíåíèÿ [4℄ âîñõîäèò ê ðàáîòå [5℄. Çà îñíîâóïîñòðîåíèÿ A−1 áåðóò ìàòðèöó B òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è A, íî ñ èçâåñòíîé îáðàòíîéìàòðèöåé.Òåîðåìà [5℄. Ïóñòü B � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è âåêòîðà u è v òàêèå, ÷òî
r = 1 + vT B−1u 6= 0.Òîãäà ìàòðèöà A = B−1 + vTu ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé è å¼ îáðàùåíèå íàõîäèòñÿ êàê

A−1 = B−1 − r−1B−1uvT B−1. (1)Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A îáðàòèìàÿ ñ aii 6= 0 è íåò íåîáõîäèìîñòè â ïåðåñòà-íîâêàõ ïðè å¼ îáðàùåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè óñëîâèè u = ek = [0 . . . 1 . . . 0]T , âûðàæåíèå(1) ìîæíî óïðîñòèòü ïîëàãàÿ, ÷òî B−1ek = b∗
k, b∗

k � k-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B−1. Òîãäàñòîëáåö a∗
j ìàòðèöû A−1 ìîæíî âû÷èñëèòü êàê
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Ñòîëáåö ìàòðèöû íà k øàãå âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
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ublasDaxpy}9: end for10: end for11: end forÂ îòëè÷èè îò [6℄, ãäå áûë èññëåäîâàí áëî÷íûé àëãîðèòì Øåðìàíà-Ìîððèñîíà äëÿ ïëîò-íûõ ìàòðèö, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íî çàòðàòíîå ðàçäåëåíèå ìàòðèö íà áëîêè, â ðàñ-ñìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé íàGPU. Âåêòîðíûå îïåðàöèè ðàñïàðàëëåëåíû ñ ïîìîùüþ �óíêöèé áèáëèîòåêè 
uBLAS.3. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 1, áûëè ïðîâåäåíû íà òåñòîâûõìàòðèöàõ èç èçâåñòíûõ áèáëèîòåê [7,8℄, à òàêæå íà ìàòðèöàõ ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà-÷è íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âèíòîâîé ïðóæèíû ìåòîäîì äîïîëíåíèÿ Øó-ðà [3℄. Íåçàïîëíåííûå ïîëÿ òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþò âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì ñóùåñòâåííîïðåâûøàþùèì ðåçóëüòàòû ïî äðóãèì ìåòîäàì. Âñå ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¼ííûå. �àçìåðû ìàòðèö âàðüèðóþòñÿ îò 276 äî 18000, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ� îò 1666 äî 6897316, ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè χ � îò 10 äî 1010, à âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíûñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ.Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëñÿ óçåë ñ ÷åòûðåõÿäåðíûì ïðîöåññîðîì Intel Xeon CPUE5430 ÷àñòîòîé 2667 Ì�ö è ãðà�è÷åñêèì óñêîðèòåëåì NVIDIA GeFor
e GTX 580. Êîëè÷å-ñòâî ÿäåð CUDA 512, îáúåì ïàìÿòè 3 �Á, ÷àñòîòà ÿäðà/ïàìÿòè 772 Ì�ö/4008 Ì�ö.Âûäåëèì òðè îñíîâíûõ ïàðàìåòðà äëÿ ñðàâíåíèÿ è îöåíêè àëãîðèòìîâ îáðàùåíèÿ ìàò-ðèö íà ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå: ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, çàòðàòûïàìÿòè è òðåáîâàíèÿ ê îáðàáîòêå äàííûõ.Çàòðàòû ïàìÿòè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ìåòîäà ïîïîëíåíèÿ íà �îðìèðîâà-íèå èñõîäíîé ðàçðåæåííîé è îáðàòíîé ìàòðèö ðàâíû 16NNZ + 4N2 è 8N2 áàéò, ñîîòâåò-ñòâåííî. Íà âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, â ìåòîäå ïîïîëíåíèÿ, òðåáóåòñÿ 16N , â ìåòîäåñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ çàòðàòû íåñêîëüêî áîëüøå è ñîñòàâëÿþò 48N . Äîñòóï ê ýëåìåí-òàì ìàòðèöû â �îðìàòå CSR îñóùåñòâëÿåòñÿ: ïî ñòîëáöàì â ìåòîäå SM, ïî ñòðîêàì â CG,òîãäà êàê â ìåòîäàõ �àóññà-Æîðäàíà è LU - �àêòîðèçàöèè äîñòóï ê ìàòðèöå ïðîèñõîäèòïîýëåìåíòíî è íà êàæäîì øàãå íåîáõîäèìî èìåòü âñþ ìàòðèöó.Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îïåðàöèé âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðà-çîì: â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ íà êàæäîé k-èòåðàöèè
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îäèí ðàç âûïîëíÿåòñÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è òðè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ
N(N2 + 3N + 3); â ìåòîäå ïîïîëíåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè N ðàç âûïîëíÿåòñÿ äâà ñêàëÿð-íûõ ïðîèçâåäåíèÿ N2(2N + 2).Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â ìåòîäå SM ñîçäàåòñÿ âåêòîð â ïàìÿòè GPU,â êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ ñòîëáåö ìàòðèöû, íåîáõîäèìûé íà äàííîì øàãå àëãîðèòìà. Âìàòðè÷íî-âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè äëÿ ìåòîäà CG êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû îáðàáàòûâà-åò íåñêîëüêî íèòåé (äî 32) îäíîâðåìåííî, ÷òî îáåñïå÷èâàåò åãî âûïîëíåíèÿ â äâà è, äàæå,òðè ðàçà áûñòðåå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðàõ ìàòðèö è èõ ðàç-ðåæ¼ííîñòè.Îïðåäåëÿþùåé, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ñòàíîâèòñÿ îáó-ñëîâëåííîñòü (χ) îáðàùàåìîé ìàòðèöû. Â ñëó÷àå ñ õîðîøî îáóñëîâëåííûìè ìàòðèöàìè(êîãäà ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ìåíüøå ðàçìåðà ìàòðèöû), ÷èñ-ëî îïåðàöèé â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ áóäåò ìåíüøå, ÷åì â ìåòîäå ïîïîëíåíèÿ,òàê êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïîïîëíåíèÿ òðåáóåòñÿ 2N ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (ñì.òàáë. 1). Òàáëèöà 1. Âðåìÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèö (ñåê.)GJ LU CG SMÍàçâàíèå N/Nnz χ CPU CPU GPU CPU GPUS
hur276 276/7488 1.2e+02 0.1 0.1 1.1 0.1 4.1Le
t 494_BUS 494/1666 3.9e+06 0.3 0.7 23.9 1.31 12.11138_BUS 1138/4054 8.0e+09 9.5 11.9 133.1 23.0 62.5S
hur1236 1236/40806 1.5e+01 12.6 18.6 8.8 34.5 74.5BCSSTK11 1473/34241 5.3e+08 21.4 33.9 246.6 57.9 104.8BCSSTK15 3948/117816 8.0e+09 426.0 649.1 329.1 1182.9 751.1Shur5688 5688/203238 2.9e+01 1262.8 1822.5 84.8 3171.6 1572.2ND3K 9000/3279690 1.6e+07 5009.6 7175.4 34801.3 12960.3 3918.7ms
10848 10848/1229776 9.9e+09 8718.8 12446.8 15259.6 21663.5 5741.0Dub
ova1 16129/253009 9.9e+02 29868.9 40859.7 617.3 75472.2 13006.5bodyy4 17546/121550 8.1e+02 40400.6 � 376.4 � 15566.6ND6K 18000/6897316 1.5e+07 41782.0 35674.5 � � 16386.0Ïðè ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö, íî áîëüøîé ðàçðåæåííîñòè (Dub
ova1 16129/253009,bodyy4 17546/121550) CG ðàáîòàåò íà ïîðÿäîê áûñòðåå, ÷åì ìåòîä SM. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëàíåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ çàòðàòû óâåëè÷èâàåòñÿ (ND3K 9000/3279690, ND6K 18000/6897316),à äåâÿòèêðàòíîå óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ â ïàðàëëåëüíîì ìåòîäå SM.Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, äëÿ âûïîëíåíèÿ áàçîâûõ îïåðàöèé ðàññìàòðèâàåìûõ ìå-òîäîâ, âûçûâàëèñü �óíêöèè áèáëèîòåêè 
uBLAS (ñì. Àëãîðèòì 1). Îñîáåííîñòüþ ïðèìåíå-íèÿ �óíêöèè 
ublasDdot ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òåêñòóðíîé ïàìÿòè â îñíîâíîé
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ïðîãðàììå ïîñëåäóþùèé âûçîâ �óíêöèè 
ublasDdot âûïîëíÿåòñÿ ñóùåñòâåííåå ìåäëåííåå,÷åì äðóãèå âûçîâû ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòèâåêòîðîâ ýòî âëèÿíèå ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíûì è îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âû-ïîëíÿåòñÿ, ïðàêòè÷åñêè, â ñåìü ðàç ìåäëåííåå, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ìåòîäà CG, ïðè ðåàëè-çàöèè êîòîðîãî òåêñòóðíàÿ ïàìÿòü çàäåéñòâîâàíà â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè.Èñïîëüçóåìàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà CG õîðîøî ìàñøòàáèðóåòñÿ íà GPU è ïîçâîëÿåòäîñòèãàòü óñêîðåíèÿ â äåñÿòêè ðàç, ïî ñðàâíåíèþ ñ âàðèàíòîì, ðåàëèçîâàííîì íà CPU [1℄, àïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà SM íà GPU îáåñïå÷èâàåò ãîðàçäî ìåíüøèå óñêîðåíèÿ.Òàê, äëÿ ìàòðèö ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé (íàïðèìåð, ìàòðèöû S
hur276, 494_BUS, 1138_BUS,S
hur1236, BCSSTK11) âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âàðèàíòà, ðåàëèçîâàííîãî íà GPU, áîëüøå, ÷åìíà CPU, à íà ìàòðèöàõ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ïîëó÷åíî ìàêñèìàëüíîå øåñòèêðàòíîå óñêî-ðåíèå. Ïðåæäå âñåãî ýòî ñâÿçàíî ñ ëó÷øåé ìàñøòàáèðóåìîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿíåáîëüøèõ âåêòîðîâ íà CPU, à íå íà GPU. Â ñëó÷àå ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ çíà-÷èòåëüíîå óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé íà GPU îáåñïå÷èâàåò ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå,êîòîðîå îáëàäàåò áîëüøîé ñòåïåíüþ ïàðàëëåëèçìà.Ïðè èñïîëüçîâàíèè GPU íà ìàëûõ çàäà÷àõ (äî N = 3000) ñîêðàùåíèå âðåìåíè âû-ïîëíåíèÿ îïåðàöèé íå ïîêðûâàþò çàòðàòû íà âûäåëåíèå ïàìÿòè, ïîýòîìó ý��åêòèâíîñòüïàðàëëåëüíûõ ðåàëèçàöèé íà CPU â äâà ðàçà âûøå. Îäíàêî, ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ ìàò-ðèö, àëãîðèòìû ðåàëèçîâàííûå íà CPU íå ïîêàçûâàþò çíà÷èìûõ óñêîðåíèé, à ðåçóëüòàòûïîëó÷åííûå íà GPU, ìåòîäàìè ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ïîïîëíåíèÿ, ý��åêòèâíåå áîëåå÷åì â äåñÿòü ðàç (íàïðèìåð bodyy4).Äàëüíåéøèå ðàçâèòèå âûñîïðîèçâîäèòåëüíûõ ìåòîäîâ îáðàùåíèÿ ìàòðèö ñâÿçàíî ñ ìî-äè�èêàöèåé è îïòèìèçàöèåé àëãîðèòìà ìåòîäà ïîïîëíåíèÿ ïðè îáðàùåíèè ñèììåòðè÷íûõìàòðèö, â òîì ÷èñëå è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé íà åãî îñíîâåäëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.Ëèòåðàòóðà1. Êîïûñîâ Ñ. Ï., Êóçüìèí È. Ì., Íåäîæîãèí Í. Ñ., Íîâèêîâ À. Ê. Ïàðàëëåëüíûåàëãîðèòìû �îðìèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû äîïîëíåíèÿ Øóðà íà ãðà�è÷åñêèõóñêîðèòåëÿõ // Ó÷åíûå çàïèñêè Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ Ôèç.-ìàò. íàóêè �2012. � Ò. 154. �3. � Ñ. 202-215.2. Ezzatti P., Quintana-Orti E.S., Remon A. Using graphi
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