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В статье рассмотрена нестационарная пространственно-двумерная модель транспорта 

наносов в прибрежной зоне водоемов, учитывающая следующие физические пара-

метры и процессы: пористость грунта, критическое значение касательного напряже-

ния, при котором начинается перемещение наносов, турбулентный обмен, динамиче-

ски изменяемую геометрию дна и функцию возвышения уровня, ветровые течения, 

трение о дно. Построены и программно реализованы на кластере распределенных 

вычислений пространственно-двумерная и трехмерная модели гидродинамики в при-

брежной зоне водоемов, модель транспорта взвешенных частиц. Приведены резуль-

таты численных экспериментов. 

1. Введение 

Среди разнообразия природных явлений особое место по сложности, многообразию и 

практической значимости принадлежит процессам, протекающим в прибрежных водных си-

стемах. В условиях возрастания антропогенной нагрузки на прибрежно-шельфовые зоны реа-

лизация концепции устойчивого развития возможна с учетом всех факторов и процессов, опре-

деляющих состояние берегов. Динамика берегов и прибрежного рельефа дна во многом опре-

деляется характером перемещения наносов в береговой зоне под воздействием волн и течений. 

При конструктивном преобразовании рельефов необходимо учитывать динамику профиля дна 

в прибрежной зоне водоема под воздействием волновых процессов. Необходимы обоснованные 

методы расчета для достоверного прогноза динамических процессов береговой зоны. 

Одним из наиболее эффективных методов исследования реальных процессов гидродина-

мики в настоящее время становится численное моделирование. Таким образом, проблема рабо-

ты, а именно, прогнозирование формирования профиля дна в прибрежной зоне водоема при 

образовании наносов средствами численного моделирования, является актуальной. 

2. Задача транспорта наносов 

Для описания динамики морских наносов в работе применяются уравнения, которые опи-

сывают переформирование прибрежной зоны водоемов, где вода и твердые частицы переме-

щаются в одном направлении. Уравнения процесса перемещения наносов [1-5] могут быть за-

писаны в следующем виде: 
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где Н – глубина дна, отсчитываемая от невозмущенной поверхности водоема;   ‒ пористость 

грунта;  ,x yQ Q Q  – расход наносов, Q Q ; x, y – горизонтальные декартовы координаты; 
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b  ‒ касательное напряжение на дне; 
bc  ‒ критическое значение касательного напряжения, при 

котором начинается перемещение наносов, g  – ускорение свободного падения,   – плотность 

жидкости, А и   – безразмерные постоянные (А равно 19.5,   равно 3),   ‒ частота волны, d 

‒ характеристика осадков. 

Запишем касательное напряжение для наклонной поверхности дна  

sinb Sn    ,          (2) 

где ( , , )S x y t  – острый угол между вектором нормали к поверхности дна и вектором силы гра-

витации в момент времени t , n  – единичный вектор, направленный в сторону градиента глу-

бины, sinS  – дополнительное тангенциальное напряжение на дне водоема, вызываемое гра-

витационными силами. В случае 0b  , bc   имеет место равенство: 
0sinbc   , 

0  – 

угол естественного откоса грунта в воде. 

Таким образом, система уравнений для параметра Шильдса принимает следующий вид:  
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где 
S  – параметр Шильдса для наклонного дна. 

С учетом ограничений на касательные напряжения на дне расчетной области система 

уравнений (1)-(3) принимает вид [3-5]: 
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 – функция Хэвисайда. 

Уравнение (4) дополняется начальным условием: 

0( , ,0) ( , ).H x y H x y          (6)  

На границе расчетной области отсутствует поток, вызванный влиянием гравитационных 

сил: 0 ( , ) 0.H x y            (7) 

3. Численные эксперименты по переформированию дна с использова-

нием двумерной модели гидродинамики. 

Для расчета тангенциальных напряжений в модели транспорта наносов необходима ин-

формация о поле вектора скорости на дне водоема. Для описания движения водной среды ис-

пользована система уравнений мелкой воды [6-9]. Исходными уравнениями модели гидроди-

намики являются: 
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где   – функция подъема уровня, { , }V u v  – вектор скорости движения водной среды,   – 

коэффициент турбулентного обмена, b , p  – тангенциальное напряжение на поверхности и дне 

жидкости, H  – глубина водоема. 
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Система уравнений (8) рассматривается при следующих граничных условиях: 

0, 0, 0,n n nu v       
где n  – вектор нормали к границе расчетной области. 

На основе построенных алгоритмов был разработан комплекс программ, предназначенный 

для моделирования распространения наносов в мелководных водоемах [2-3]. Разработанный 

комплекс программ используется для расчета двумерного вектора скорости течения водной 

среды и учитывает турбулентный обмен, геометрию дна, ветровые течения и трение о дно. 

На Рис. 1 – 2 приведены результаты численных экспериментов моделирования динамики 

изменения рельефа дна. При этом размер расчетной сетки равен 200200,шаг по простран-

ственным переменным 0,1 м,  шаг по времени 0,01 с, скорость движения ветра 5 м/с и направ-

лена слева-направо. На Рис. 1 представлен начальный рельеф дна (снизу) и положение свобод-

ной поверхности (сверху).  
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Рис. 1. Начальный рельеф дна и положение свободной поверхности 

 

Моделирование процесса транспорта наносов показало, что примерно через 20 минут гео-

метрия дна начинает принимать коническую структуру. Скорость течения жидкости макси-

мальна в пиковой части области (на минимальных глубинах). Функция возвышения уровня при-

нимает положительные значения в левой части расчетной области (с наветренной стороны), и отри-

цательные в правой. Через 40 минут – присутствует волнообразная структура функции возвыше-

ния уровня не только в левой части, но и в области пиковых значений глубины. Через 60 минут 

– усиливаются колебания функции возвышения уровня в левой своей части и в области пико-

вых значений глубины. На дне расчетной области образуются гряды.  

Через 80 минут область с пиковыми значениями глубины продолжает смещаться влево, 

происходит расширение области в стороны, перпендикулярные движению ветра (Рис. 2).  
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Рис. 2. Геометрия дна и функция возвышения уровня через 80 минут 
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Через 100 минут область с пиковыми значениями глубины продолжает смещаться влево, 

происходит расширение области в стороны перпендикулярные движению ветра, функция воз-

вышения уровня приобретает ярко выраженную колебательную структуру с наветренной сто-

роны, а также происходит расширение области в стороны. Результаты эксперимента позволяют 

проанализировать динамику изменения геометрии дна, функции возвышения уровня, образова-

ния волновых структур и наносов. Данная математическая модель и разработанный комплекс 

программ позволяют предсказать динамику изменения рельефа дна, появление морских гряд и 

кос, их рост и трансформацию.  

4. Моделирование движения взвеси 

В модели транспорта взвешенных частиц использована декартова система координат в го-

ризонтальной плоскости и σ – координатная система в вертикальном направлении [15-17]:

  z

h










, x x  , y y  , t t  , здесь 0a    на свободной поверхности, 1b     на дне; 

H h   общая глубина до свободной поверхности, h=h(x,y) – глубина водного объекта, 

( , , )t x y   
– возвышение свободной поверхности относительно геоида (уровня моря). Для 

описания транспорта взвешенных частиц использовано уравнение диффузии-конвекции-

реакции, которое может быть записано в следующем виде [18-20]:  
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где C  – концентрация осадка [г/л или кг/ м
3
];  , ,V u v w  – составляющие поля вектора скоро-

сти [м/с]; 
sw – гидравлическая крупность или скорость осаждения взвеси в вертикальном 

направлении [м/с]; H – глубина [м]; ,h vD D  – горизонтальный и вертикальный коэффициенты 

турбулентной диффузии [м
2
/с]; ,x y  

– координаты в горизонтальном направлении;   – коорди-

ната в вертикальном направлении; t – временная переменная [с]; F – функция, описывающая 

интенсивность распределения источников загрязняющих веществ. 

На свободной поверхности 
s  поток в вертикальном направлении равен нулю, таким обра-

зом: 0v s k
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где E  – поток эрозии [кг/ м
2
с]; D  – интенсивность осаждения осадка [кг/ м

2
с]; 

kC  – массовая 

концентрация взвеси [кг /м
3
]; n – единичный вектор нормали к открытой границе open . 

0,

1

,

, ;

kr

s k kr

kr

b

b
b

D
w C

 


 






 




 
 
 

  

0, ,

1 , ;

krE

krE

krE

e

e
e

E
M

 


 











 
 

 

    (12) 

где    – касательное напряжение сдвига у дна [Н/м
2
]; 

kr
  – критическое касательное напря-

жение у дна, которое оценивается на основе лабораторных испытаний, как величина, со значе-

ниями от 0,05 до 0,15 [Н/ м
2
]. 

5. Трехмерная модель гидродинамики 

Рассмотрим непрерывную модель гидродинамики жидкости водоема, исходные уравнения 

которой представляют собой следующее [8, 21-25]: 

– уравнение Навье-Стокса (Рейнольдса): 
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– уравнение неразрывности: 
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Уравнение (16) для несжимаемой жидкости имеет вид: 

0
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Полное гидродинамическое давление связано с глубиной соотношением: 

( , , , ) ( , , , ) ( )P x y z t p x y z t g z    .       (18) 

Уравнения рассматриваются с учетом следующих граничных условий:  

– на входе (боковая граница, на которой задается источник):  

( , , , ) 0, ( , , , ) ;n nV x y t p x y t
S


 




    

– боковая граница без источника: 

( , , , ) 0, ( , , , ) 0;n nV x y t p x y t      

– на выходе (боковая граница): 

( , , , ) 0, ( , , , ) 0;nV x y t p x y t      

– на дне (нижняя граница): 

( ) ( , , , ) ( ), ( ) ( , , , ) ( ); ( , , , ) 0, ( , , , ) 0;h n x h n y nD u x y t t D v x y t t w x y t p x y t                

– верхняя граница (водная поверхность): 
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где   – поток вектора скорости через поверхность; S  – площадь поверхности; 

   , , , , ,x yx y x y     – составляющие тангенциального напряжения (закон Ван-Дорна); 

 , ,V u v w  – вектор скорости движения водной среды; g  – ускорение свободного падения; P  

– давление; hD  – коэффициент турбулентного обмена по горизонтальным направлениям; vD – 

коэффициент турбулентного обмена по вертикальному направлению;   – плотность жидкости. 

Составляющие тангенциального напряжения для свободной поверхности [9]: 

 x a p xC w w w  ,  y a p yC w w w  , 

где w  – вектор скорости ветра относительно воды; a  – плотность атмосферы. 
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  безразмерный коэффициент. 

Составляющие тангенциального напряжения для дна, с учетом введенных обозначений, 

могут быть записаны следующим образом: 
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 x pC V u V  ,  y pC V v V   . 

Рассмотренная ниже аппроксимация позволяет на основании измеренных пульсаций век-

тора скорости рассчитывать коэффициент вертикального турбулентного перемешивания, неод-

нородный по глубине:  
2 2

2 2 1
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z z
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где ,U V  – пульсации горизонтальных компонент скорости осредненные по времени,   – ха-

рактерный шаг сетки, sC
 
– безразмерная эмпирическая константа, значение которой может 

быть определено на основе расчета процесса затухания однородной изотропной турбулентно-

сти. 

6. Метод решения сеточных уравнений 

Сеточные уравнения, полученные в результате конечно-разностных аппроксимаций, мож-

но записать в матричном виде [4]: ,Ax f  
 (19) 

где A – линейный, положительно определенный оператор ( 0A ). Для нахождения решения 

задачи (19) будем использовать неявный итерационный процесс [10]: 
1
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  . (20) 

В уравнении (20) m – номер итерации, τ > 0 – итерационный параметр, а B – некоторый об-

ратимый оператор, который называется предобуславливателем или стабилизатором. Обраще-

ние оператора B в (20) должно быть существенно проще, чем непосредственное обращение ис-

ходного оператора A в (19). При построении B исходили из аддитивного представления опера-

тора 
0A  – симметричной части оператора А: 

*

0 1 2 1 2,A R R R R   ,
 

(21) 

где * *

0 1 0 0 1 1, ,A A A A A A A     . 

Оператор-предобуславливатель запишется в следующем виде: 
1 *

1 2( ) ( ), 0, 0B D R D D R D D        , (22) 

где D – некоторый оператор. 

Соотношения (21)-(22) задают модифицированный попеременно-треугольный метод 

(МПТМ) решения задачи, если определены операторы 
1 2,R R  и указаны способы определения 

параметров 
1m 
,   и оператора D . 

Алгоритм адаптивного модифицированного попеременно – треугольного метода мини-

мальных поправок для расчета сеточных уравнений с несамосопряженным оператором имеет 

вид [11-14]: 
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где mr  – вектор невязки, mw  – вектор поправки, в качестве оператора D  используется диаго-

нальная часть оператора A. 

Оценка скорости сходимости разработанного метода имеет вид: 
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7. Параллельный вариант метода решения сеточных уравнений 

Идея параллельного алгоритма метода решения сеточных уравнений заключается в следу-

ющем [11]. После разбиения исходной расчетной области на части по двум координатным 

направлениям каждый процессор получает свою расчетную область, как показано на Рис. 3, 

при этом смежные области перекрываются двумя слоями узлов по направлению, перпендику-

лярному плоскости разбиения.  

 
Рис 3. Декомпозиция области 

 

После того как каждый процессор получит информацию для своей части области, рассчи-

тывается вектор невязки и его равномерная норма. Затем каждый процессор определяет макси-

мальный по модулю элемент вектора невязки и передает его значение всем оставшимся вычис-

лителям. Теперь для вычисления равномерной нормы вектора невязки достаточно на каждом 

процессоре найти максимальный элемент. 

Рассмотрим параллельный алгоритм расчета вектора поправки: 
1

1 2( ) ( ) m m

m mD R D D R w r    , 

где 
1R  – нижне-треугольная матрица, а 

2R  – верхне-треугольная матрица. Для вычисления век-

тора поправки нужно последовательно решить два уравнения: 

1( ) m m

mD R y r  , 2( ) m m

mD R w Dy  . 

Вначале вычисляется вектор my , при этом расчет начинается в левом нижнем углу. Затем 

из правого верхнего угла начинается вычисление вектора поправки mw . Схема расчета вектора 
my  изображена на Рис. 4 (Показана передача элементов после расчета двух слоев первым про-

цессором).  

На первом шаге вычислений первый процессор обрабатывает верхний слой. Затем осу-

ществляется передача перекрывающихся элементов смежным процессорам. На следующем ша-

ге первый процессор обрабатывает второй слой, а его соседи – первый. Передача элементов 

после расчета двух слоев первым процессором показана на Рис. 4. В схеме для расчета вектора 
my  только первый процессор не требует дополнительной информации и может независимо от 

других процессоров вести обработку своей части области, остальные процессоры ждут резуль-

татов от предыдущего процессора, пока он не передаст вычисленные значения сеточных функ-

ций, для узлов сетки, располагающихся в предшествующих позициях данной строки. Процесс 

продолжается до тех пор, пока не будут рассчитаны все слои. Аналогичным образом можно 

решить СЛАУ с верхне-треугольной матрицей для расчета вектора поправки. Далее вычисля-

ются скалярные произведения (23) и выполняется переход на следующий итерационный слой. 
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Рис 4. Схема для расчета вектора 

my  

 

Алгоритм адаптивного попеременно-треугольного метода реализован многопроцессорной 

вычислительной системой (МВС) РОЦ НИТ ЮФУ. Пиковая производительность МВС состав-

ляет 18.8 TFlops. МВС включает в себя 8 компьютерных стоек. Вычислительное поле МВС по-

строено на базе инфраструктуры HP BladeSystem c-class с интегрированными коммуникацион-

ными модулями, системами электропитания и охлаждения. В качестве вычислительных узлов 

используется 128 однотипных 16-ядерных Blade-серверов HP ProLiant BL685c, каждый из ко-

торых оснащен четырьмя 4-ядерными процессорами AMD Opteron 8356 2.3GHz и оперативной 

памятью в объеме 32ГБ. Общее количество вычислительных ядер в комплексе – 2048, суммар-

ный объем оперативной памяти – 4 TB. 

Результаты расчета ускорения и эффективности в зависимости от количества процессоров 

для параллельного варианта адаптивного попеременно-треугольного метода приведены в таб-

лице 1. 
Таблица 1. Зависимость ускорения и эффективности от количества процессоров 

Количество 

процессоров 
Время, с Ускорение Эффективность 

1 7,490639 1 1 

2 4,151767 1,804 0,902 

4 2,549591 2,938 0,734 

8 1,450203 5,165 0,646 

16 0,882420 8,489 0,531 

32 0,458085 16,351 0,511 

64 0,265781 28,192 0,44 

128 0,171535 43,668 0,341 

 

8. Численные эксперименты по осаждению взвеси и переформирова-

нию дна с использованием трехмерной модели гидродинамики 

В качестве примера практического использования проблемно-ориентированного комплек-

са программ решается задача переформирования донной поверхности в результате осаждения 

взвеси на дне, а затем переноса осажденного материала по дну. В качестве исследуемого объек-

та рассматривался выделенный участок водного объекта в виде параллелепипеда длиной 5,0 км, 

шириной 5,0 км, глубиной 3,0 м. Средняя скорость течения составляла 1 м/с, размеры расчет-

ной сетки 100 100 20  . 

На Рис. 5-6 представлены результаты численного моделирования распределения концен-

трации взвешенного вещества. На Рис. 5 – расчетный интервал 50 ч, на Рис. 6 – расчетный ин-

тервал 150 ч. 
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Рис. 5. Поле концентрации взвешенных частиц Рис.6. Поле концентрации взвешенных частиц 

 

На Рис. 7-8. представлены значения глубины и переформирования донной поверхности в 

расчетном интервале 50 ч, 150 ч соответственно. 

 

  
Рис 7. Значение глубины в  расчетном интервале 50 ч 

 

 
Рис. 8. Значение глубины в расчетном интервале 150 ч 

 

Результаты эксперимента позволяют проанализировать динамику изменения геометрии 

дна, образования структур и наносов, переноса взвесей в акватории. Данная математическая 

модель и разработанный проблемно-ориентированный комплекс программ позволяют предска-

зать появление морских гряд и кос, их рост и трансформацию, прогнозировать изменение поля 

концентрации в случае выброса от источника, прогнозировать заиление подходных судоходных 

каналов, заносимость гидротехнических конструкций и сооружений. 
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9. Пример практического использования комплекса программ для 

расчета переформирования донной поверхности при дноуглубитель-

ных работах 

На основе разработанного комплекса для МВС был выполнен расчет ущерба рыбному хо-

зяйству за период ремонтного черпания Подходного судоходного канала к причалам Архан-

гельского терминала. Дноуглубительные работы на подходном канале выполняются самоотво-

зным землесосом типа ЗС-ТР 1300/2-2162, на акватории причалов терминала – грейферным 

земснарядом (плавкран). Производительность оборудования по грунту составляет: грейферный 

земснаряд – 122,4 м
3
/ч; самоотвозный землесос – 778 м

3
/ч. 

Самоотвозный землесос типа ЗС-ТР1300/2-2162: объем трюма при разработке песков – 

1000 м
3
; норма загрузки грунтового трюма – 741 м

3
; продолжительность сброса грунта на под-

водном отвале – 0,1 ч. Грейферный земснаряд: отвозка грунта на подводный отвал осуществля-

ется 2-мя грунтоотвозными шаландами типа ШС-ТР500/2-442 с емкостью грунтового трюма 

500 м
3
; норма загрузки грунтового трюма разработанным грунтом составляет 455 м

3
. 

Производилось моделирование распространения взвешенных частиц при выгрузке трюма 

самоотвозного землесоса в отвал. 
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Рис. 9. Профиль вектора скорости движения 

водной среды 

 
Рис. 10. Зависимости от времени объемов воды (млн. м

3
) 

с содержанием взвешенных частиц: 1 – более 100 мг/л,  

2 – более 20 мг/л, 3 – более 0,75 мг/л 

 

Исходными данными являются: глубина водоема 10 м; объем загрузки 741 м
3
; скорость те-

чения 0,2 м/с; скорость осаждения 2,042 мм/с; плотность грунта 1600 кг/м
3
; процентное содер-

жание пылеватых частиц (d меньше 0,05 мм) в песчаных грунтах – 26,83%. 

 

h
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a3 9.997

a2 9.998

a1 9.999

a0 10

p2
T

 
Рис. 11. Функция рельефа дна после осаждения взвешенных частиц образованных при 

 выгрузке трюма самоотвозного землесоса 
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Параметры расчетной области: длина 3 км; ширина 1,4 км; шаг по горизонтальной про-

странственной координате 20м; шаг по вертикальной пространственной координате 1 м; рас-

четный интервал 2 часа. 

На Рис. 9 приведен результат расчета профиля горизонтальной составляющей вектора ско-

рости движения водной среды. На Рис. 10 приведены зависимости от времени (час) объемов 

воды (млн. м
3
) с содержанием взвешенных частиц (1 – более 100 мг/л, 2 – более 20 мг/л, 3 – бо-

лее 0,75 мг/л). На Рис. 11 приведена функция рельефа дна после осаждения взвешенных ча-

стиц, образованных при выгрузке трюма самоотвозного землесоса. Палитрой показана глубина 

участка. Результаты эксперимента позволяют проанализировать динамику изменения геомет-

рии дна, образования структур и наносов, переноса взвесей в акватории, а также уровень за-

грязнения вод. 

10. Заключение 

Построена двумерная математическая модель транспорта наносов в мелководных водое-

мах, удовлетворяющая основным законам сохранения. Модель учитывает две пространствен-

ные переменные и следующие физические параметры и процессы: пористость грунта, критиче-

ское значение касательного напряжения, при котором начинается перемещение наносов, турбу-

лентный обмен, динамически изменяемую геометрию дна и функцию возвышения уровня, вет-

ровые течения и трение о дно. Описаны программные комплексы и результаты их применения, 

использующие модели транспорта наносов в прибрежных водных системах, для расчета скоро-

сти движения водной среды использованы двумерная и трехмерная модели гидродинамики. 

Рассмотренные модели и разработанный проблемно-ориентированный комплекс программ 

для МВС применимы для количественного прогноза процессов переформирования рельефа дна, 

береговой линии, переноса загрязнений и экологических изменений в прибрежных акваториях 

и могут быть полезны при строительстве и эксплуатации гидротехнических сооружений, созда-

нии проектов защиты берегов, обеспечении экологической безопасности и рекреационного ре-

жима пляжей. 
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