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�àçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì RKDG ìåòîäà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èäå-

àëüíîé Ì�Ä â äâóìåðíîé îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ

òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ. Ñîçäàí àëãîðèòì áåçäèâåðãåíòíîé ðåêîíñòðóêöèè ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü �èçè-

÷åñêè àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Ïîêàçàíà

âûñîêàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü ñîçäàííîãî ïàðàëëåëüíîãî êîäà íà ìíîãîïðîöåññîð-

íûõ óñòàíîâêàõ, ïðîâåäåí àíàëèç ý��åêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîãðàììû

íà êëàñòåðå Ê-100 ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà �ÀÍ. Ïðåäñòàâëåíû è îáñóæäåíû ðå-

çóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â àêêðåöèðóþùåé

îáîëî÷êå ïðîòîçâåçäû.

1. Ââåäåíèå

ßâëåíèå ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè (Ì�Í) òå÷åíèÿ ýëåêòðîïðîâîäÿùåé æèä-

êîñòè [1℄, ïî-âèäèìîìó, îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòèêè ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â àñò-

ðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ, â ÷àñòíîñòè ïðîöåññà àêêðåöèè âåùåñòâà íà ãðàâèòèðóþùèé îáú-

åêò. Ïîñêîëüêó ïðè ñîõðàíåíèè óäåëüíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà âðàùàþùåéñÿ ïëàçìû öåí-

òðîáåæíàÿ ñèëà â àêêðåöèîííîì äèñêå íå ïîçâîëèò âåùåñòâó óïàñòü íà öåíòðàëüíûé îáú-

åêò, íåîáõîäèì ìåõàíèçì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ óäåëüíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà îò îêðåñòíîñòåé

çâåçäû íà ïåðè�åðèþ àêêðåöèîííîãî äèñêà. Â êà÷åñòâå òàêîãî ìåõàíèçìà â ðàáîòàõ [2�4℄

ðàññìîòðåíà Ì�Í, ïðèâîäÿùàÿ ê êðóïíîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè âî âðàùàþùåìñÿ àê-

êðåöèîííîì äèñêå.

Â ðàáîòå ïðîèçâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ãàçî-ïûëåâîãî îáëàêà â îêðåñòíîñòè

ïðîòîçâåçäû, àíàëîãè÷íîå ìîäåëè [3℄. Â óêàçàííîé ñòàòüå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè â àêêðåöèîííîì äèñêå èçó÷åíî â ðàìêàõ ìîäåëè èçîòåðìè÷åñêîé ïëàçìû. Â íàøåé

æå ðàáîòå àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ ðàññìîòðåí â ðàìêàõ ïîëíîé ñèñòåìû äâóìåðíûõ óðàâíå-

íèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (Ì�Ä) ñ ïåðåìåííîé ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó

òåìïåðàòóðîé ïëàçìû ñ ó÷åòîì öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ðàç-

âèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â àêêðåöèîííîé îáîëî÷êå ïðîòîçâåçäû, àíàëîãè÷íîé îáëàñòè îáðàçî-

âàíèÿ ìîëîäîé ìàññèâíîé çâåçäû G31.41.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äàííîé ìîäåëè ïðèìåíåí ðàçðûâíûé ìåòîä �àëåðêèíà

âòîðîãî ïîðÿäêà (RKDG-ìåòîä) íà íåñòðóêòóðèðîâàííîé òðåóãîëüíîé ñåòêå. DG-ìåòîäû

âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íîãî ðîäà íåóñòîé÷èâîñòåé, ÷òî ñâÿçà-

íî ñî ñëîæíîé ðàçðûâíîé ñòðóêòóðîé ðåøåíèÿ â òàêîãî ðîäà çàäà÷àõ. Äëÿ êîððåêòíîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ Ì�Í â ðàìêàõ öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêè ÷èñëåííûé ìåòîä

âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Ì�Ä â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò [5, 6℄ áûë ðàñøèðåí äëÿ ïðèìåíåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Àíàëèç ïðîöåññà �îðìèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ çàìàãíè÷åííîé ïëàçìû òðåáó-

åò èñïîëüçîâàíèÿ ïîäðîáíûõ ñåòîê. Â òî æå âðåìÿ ïðèìåíåíèå RKDG ìåòîäà ñàìî ïî ñåáå

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî çàòðàòíûì è ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëü-

∗
�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû �� 12-01-00109, 12-01-31193,

12-02-12096, 12-02-00687), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäó-

ùèõ íàó÷íûõ øêîë �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò ÍØ-1434.2012.2). Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü

À.Þ. Ëóãîâñêîìó, Ê.�. Ñû÷óãîâó, Â.Ì. ×å÷åòêèíó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè ðàáîòû.
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íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé äëÿ ñèñòåì ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Â ðàáîòå

îïèñàíà ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî ìåòîäà. Ïîêàçàíà ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëå-

ëèâàíèÿ íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ Ì�Ä.

2. Ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé

ãèäðîäèíàìèêè

Ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â áåçðàçìåð-

íûõ êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ, z) â ñëó÷àå

öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè (ðåøåíèå íå çàâèñèò îò óãëà φ) èìååò âèä [7, 8℄:
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+
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z + p+

B2

8π
− B2

z

4π
, ρvzvr − BrBz

4π
,

(e+ p+
B2

8π
)vz −Bz

(B · v)

4π
, vzBr − vrBz, vzBφ − vφBz, 0)T ,

âåêòîð èñòî÷íèêîâ â ïðàâîé ÷àñòè, âîçíèêàþùèé ïðè ïåðåõîäå ê êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò è çà ñ÷åò ãðàâèòàöèè,

~s = ~s geom + ~s Γ,

~s geom =
1

r
(0, ρv2

φ + p−B2
φ, −ρvrvφ +BrBφ, 0, 0, 0, vrBφ − vφBr, 0)T ,

~s Γ = (0, FΓ
r , F

Γ
φ , F

Γ
z , F Γ · v, 0, 0, 0)T ,

ρ � ïëîòíîñòü ãàçà â äàííîé òî÷êå, v = (vr, vφ, vz)
T
� âåêòîð ñêîðîñòè ïëàçìû, B =

(Br, Bφ, Bz)
T
� âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè, p � äàâëåíèå, e � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû

îáúåìà, F Γ
� ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà. Æèðíûì øðè�òîì îáîçíà÷åíû âåêòîðû, èìåþùèå òðè

ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû.

Âûïèñàííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà, ýíåð-

ãèè, à òàêæå óðàâíåíèå Ôàðàäåÿ äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Èç çàêîíà Ôàðàäåÿ ñëåäóåò

óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ divB = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëàçìà ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî èîíèçèðîâàííûì, íå ïîëÿðèçîâàííûì ñîâåðøåííûì ãàçîì ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

p = (γ − 1)ρε, ãäå γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ε � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Ñ ó÷åòîì

ýòîãî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä e = p
γ−1 + ρv2

2 + B2

8π .

Ñèñòåìà (1) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ãàçà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé [7℄ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

∂ ~Fi
∂~u

= Ai = LiΛiRi, i = 1, 2, (2)

ãäå Li è Ri � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ëåâûõ è ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåê-

òîðîâ, à Λi � äåéñòâèòåëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

ìàòðèöû Ai.
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3. ×èñëåííûé ìåòîä

Çàïèøåì ñèñòåìó (1) â èíâàðèàíòíîé èíäåêñíîé �îðìå

∂ui
∂t

+ div ((F1,i, F2,i, F3,i)
T ) = si, i = 1, 8. (3)

Äëÿ åå ðåøåíèÿ íà òðåóãîëüíîé ñåòêå èñïîëüçóåì ðàçðûâíûé ìåòîä �àëåðêèíà [5, 9℄: çàïè-

øåì ñèñòåìó â ñëàáîé èíòåãðàëüíîé ïîñòàíîâêå è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

~u =

NT∑

α=1

Nb∑

β=1

~yα,β(t)ϕα,β(r, z),

ãäå NT � ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ñåòêè, Nb � çàâèñÿùåå îò ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ÷èñëî

áàçèñíûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ â ÿ÷åéêå Kα
; {ϕα,β(x1, x2)}Nbβ=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-

ñòåìà áàçèñíûõ �óíêöèé (ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íèæå m), îïðåäåëåííûõ â α-é ÿ÷åéêå; ~yα,β(t)
� âåêòîð êîý��èöèåíòîâ ïðè áàçèñíûõ �óíêöèÿõ. Òîãäà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçðûâíîãî ìåòîäà �àëåðêèíà ïîðÿäêà m áóäåò èìåòü âèä [5℄:

dyα,βi
dt

+
3∑

ψ=1

∫

Sαψ

F ∗
j (~yα, ~yη(α,ψ))ϕα,βdS −

∫

V α

Fj,i
∂ϕα,β
∂xj

dV =

=

∫

V α

siϕα,βdV, α = 1, NT , β = 1, Nb, i = 1, 8, (4)

ãäå ÿ÷åéêà α � êîëüöî òðåóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, Sαψ � ïîâåðõíîñòü ψ-îé áîêîâîé ãðàíè ÿ÷åéêè

α, V α
� îáúåì ÿ÷åéêè α, η(α,ψ) � íîìåð ñîñåäíåé ñ íåé ÿ÷åéêè, F ∗(~yα, ~yη(α,ψ)) � ÷èñëåííûé

ïîòîê, çàâèñÿùèé îò çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêàõ, ïðèìûêàþùèõ ê ðåáðó ψ, è îïðåäåëÿå-

ìûé èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è �èìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà.

Ñèñòåìà (4) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì âèäà

~yα,β(0) =

∫

V α

~u0ϕα,β dV, (5)

ãäå ~u0(x1, x2) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è �èìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèä-

ðîäèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ ñ âûäåëåíèåì ðàçðûâîâ, òàêèå êàê HLL, HLLC,

HLLD [7℄. Ìåòîä HLLD ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàèëó÷øåå ðàçðåøåíèå ðàçðûâîâ, íî âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ÷èñëåííîé íåìîíîòîííîñòè â ðåøåíèè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ

èñïîëüçóåòñÿ áîëåå äèññèïàòèâíûé ÷èñëåííûé ïîòîê HLL.

Ïðè ðàñ÷åòå èíòåãðàëû çàìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûìè �îðìóëàìè, òî÷íîñòü êîòîðûõ ñî-

ãëàñîâàíà ñ ïîðÿäêîì ìåòîäà m. Òàê êàê äëÿ ñëó÷àÿ îñåâîé ñèììåòðèè â öèëèíäðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ dV = 2πrdrdz, à dS = 2πrdl, ãäå dl � ýëåìåíò äëèíû â ïëîñêîñòè (r, z), òî
êâàäðàòóðíûå �îðìóëû ñòðîÿòñÿ ñ ó÷åòîì âåñîâîãî êîý��èöèåíòà r. �åøåíèå çàäà÷è Êî-

øè (4)�(5) ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ÿâíûì ìåòîäîì �óíãå � Êóòòû, øàã

ïî âðåìåíè τ îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè.
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä �èêòèâíîé ÿ÷åéêè.

�åøåíèå óðàâíåíèé Ì�Ä ðàçðûâíûì ìåòîäîì �àëåðêèíà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ �óíêöèé-îãðàíè÷èòåëåé íàêëîíà ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå (ëèìèòåðîâ [9,

10℄) êàê äëÿ ïîääåðæàíèÿ ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ, òàê è äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîÿâëåíèÿ íà

î÷åðåäíîì âðåìåííîì ñëîå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí �TVB minmod� ëèìèòåð äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíê-

öèé [7, 9℄, çíà÷åíèå êîòîðîãî çàâèñèò èñõîäíîãî íàêëîíà ðåøåíèÿ â äàííîé ÿ÷åéêå è îò
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ñðåäíèõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ. Ïðîöåäóðà ëèìèòèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå ñâîéñòâà åãî áåçäèâåðãåíòíîñòè è ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî

ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêîâ. Ëèìèòèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåìûõ èç êîíñåðâàòèâíûõ óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó L = R−1
ëåâûõ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ, âû÷èñëÿåìóþ â êàæäîé ÿ÷åéêå âìåñòå ñ ðàçëîæåíèåì (2). Ïðîöåäóðà

ìîíîòîíèçàöèè ðåøåíèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â äàííîé ðàáîòå, îïèñàíà â [5℄.

3.1. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíîãî çàðÿäà

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ div B = 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç

îñíîâíûõ ïðîáëåì ïðè ñîçäàíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðî-

äèíàìèêè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äèâåðãåíöèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ðàâíà íóëþ, ïðè èñïîëüçîâàíèè äèâåðãåíòíîé �îðìû çàïèñè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ì�Ä (1) â

õîäå ðàñ÷åòîâ ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ ÷èñëåííûé ìàãíèòíûé çàðÿä. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðèâîäèò

ê íå�èçè÷íûì ðåçóëüòàòàì èëè äàæå ïðåæäåâðåìåííîìó ïðåðûâàíèþ ðàñ÷åòà.

Äëÿ ïîääåðæàíèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðåàëèçîâàí ìåòîä, îñíîâàííûé

íà èñïîëüçîâàíèè φ-îé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è å¼ ãðàäèåíòà â óçëàõ ñåòêè

(ðèñ. 1) äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê êàê â öèëèíäðè-

÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè

div B =
1

r

∂rBr
∂r

+
∂Bz
∂z

,

òî ñîçäàííàÿ äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ [5℄ áóäåò ïðèâîäèòü ê äèâåðãåíòíîìó ïîëþ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò. Îïèñàííûé â [5℄ ìåòîä ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàí íà ñëó÷àé öèëèíäðè÷åñêîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè ïîìîùè çàìåíû áàçèñíûõ �óíêöèé äëÿ Br è Bz.
�àâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè íà ðàçíîñòíîì óðîâíå ñîîòâåòñòâóåò áåçäèâåðãåíòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ÿ÷åéêè ñåòêè è ðàâåíñòâó íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþ-

ùèõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Â ñëó÷àå ÿâíîé ñõåìû è áåçäèâåðãåíò-

íîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòîìó óñëîâèþ íà êàæäîì øàãå óäîâëå-

òâîðÿëà âåëè÷èíà, íà êîòîðóþ èçìåíÿåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå, � ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû

ïîòîêîâ

~Fr è ~Fz . Ýòî ìîæíî îáåñïå÷èòü, íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå êîìïîíåíò ïîòîêà äëÿ

ìàãíèòíîãî ïîëÿ âçÿòü âåëè÷èíó

(
F∗
Br ,F∗

Bz

)T
=

(
−∂P
∂z

,
1

r

∂(rP )

∂r

)T

=

(
−1

r

∂(rP )

∂z
,
1

r

∂(rP )

∂r

)T

, (6)

ãäå

(
F∗
Br
,F∗

Bz

)T
� ÷èñëåííûé ïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé èçìåíåíèþ âåëè÷èí Br, Bz, P �

íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1) �óíêöèè P ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíà P =
(B × v)φ, òî åñòü P ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì φ-é (ïîëó÷åííîé ñíîñîì ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëè-

íèé) êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè òàêîì âûáîðå ïîòîêà, èçìåíåíèå äèâåðãåíöèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ÿ÷åéêå

div (
(
F∗
Br ,F∗

Bz

)T
) =

1

r

∂

∂r
(rF∗

6 ) +
∂F∗

8

∂z
=

1

r

∂2

∂r∂z
(−rP ) +

1

r

∂2

∂z∂r
(rP ) = 0,

è èçìåíåíèå íîðìàëüíîé ê ãðàíèöå ÿ÷åéêè ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ

(
F∗
Br ,F∗

Bz

)T · n = −∂P
∂z

nr +
1

r

∂rP

∂r
nz =

1

r

∂rP

∂r
nz − 1

r

∂rP

∂z
nr =

1

r

∂rP

∂r
er +

1

r

∂rP

∂z
ez =

1

r

∂rP

∂e

áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé r ·P , ãäå n = (nr , nz)
T
� åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê

ãðàíèöå ÿ÷åéêè ∂Ki
, e = (er, ez)

T
� åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ãðàíèöå ÿ÷åéêè ∂Ki

.
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Òàêèì îáðàçîì, âûáîð �óíêöèè P ∗(r, z) = rP (r, z) áóäåò îïðåäåëÿòü áåçäèâåðãåíòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Òàê êàê ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ãðàíèöå ïîòîê, ïîëó÷åííûé ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì

ðåøåíèÿ çàäà÷è �èìàíà, óìíîæàåòñÿ íà ðàäèóñ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ,

òî èñïîëüçîâàíèå âåëè÷èíû P (r, z)r ïîìîãàåò ñîõðàíèòü êîíñåðâàòèâíîñòü ñõåìû. Â äàííîé

ðàáîòå áûë èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ rP (r, z) â óçëàõ ñåòêè:

rP (xi) =

σi∑

k=1

(F ∗
6 [ik, 1], F ∗

8 [ik, 1]) · eik
σi

r[ik,1], (7)

ãäå

~F ∗[ij, 1] � ÷èñëåííûé ïîòîê, ïîëó÷åííûé â òî÷êå èíòåãðèðîâàíèÿ ζxi+(1− ζ)xj (ζ = 1
2

äëÿ ìåòîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà, è ζ = 1
2 +

√
3

6 äëÿ ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà), r[ik,1] � ðàäèóñ

òî÷êè ζxi + (1 − ζ)xj , σi � ÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû i ñ êîîðäèíàòàìè xi.
Âîññòàíîâëåíèå ãðàäèåíòà ∇(Pr) ïðîèçâîäèòñÿ ïî �îðìóëå

∇(Pr) ≈ 1

S

∫

S

∇Pr dS =
1

S

∫

∂S

Prn dl

(ðèñ. 1). Ýòîò èíòåãðàë áåðåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïîòîêîâ

~F ∗[ij, 1].

�èñ. 1. Ñõåìà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ

Â ñëó÷àå ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà â êàæäîé òðåóãîëüíîé ÿ÷åéêå â êà÷åñòâå rP ìîæíî

âçÿòü êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì rP (r, z) = ai+bir+ciz+dir
2+firz+giz

2, x ∈ Ki
, à ñîâïàäåíèå

ïðîèçâîäíîé âäîëü ðåáðà ÿ÷åéêè (è, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî

ïîëÿ âäîëü ýòîãî ðåáðà) îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâîì çíà÷åíèé rP â óçëàõ ñåòêè è ðàâåíñòâîì

âòîðîé ïðîèçâîäíîé rP âäîëü ðåáðà íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Â äàííîé ðàáîòå ýòà âåëè-

÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ãðàäèåíòîâ rP â óçëàõ ñåòêè

∂2(rP )
∂e2
ij

=
∇P (xj)eij−∇(rP )(xi)eij

hij
.

Òàêîé âûáîð Pr ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áåçäèâåðãåíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Âûáîð rP (r, z) îïðåäåëÿåò âèä áàçèñíûõ �óíêöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè

áåçäèâåðãåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñëè rP (r, z) èìååò âèä rP (r, z) = ai + bir+ ciz+ dir
2 +

firz+ giz
2
, òî Br ∈ span(1, 1

r ,
z
r ) è Bz ∈ span(1, 1

r ,
z
r ), ãäå span(f1, . . . fn) � ëèíåéíàÿ îáî-

ëî÷êà �óíêöèé f1, . . . fn. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü èçìåíåíèÿ â ÷èñëåííîì ìåòîäå

îòíîñèòåëüíî ñëó÷àÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, âìåñòî Br è Bz â ïàìÿòè õðàíÿòñÿ

âåëè÷èíû u6 = Br
r
rci

è u8 = Bz
r
rci
, ãäå rci � ðàäèóñ öåíòðà ÿ÷åéêè Ki

. Òîãäà u6 è u8 ÿâëÿ-

þòñÿ ëèíåéíûìè ïî r è z �óíêöèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü �îðìóëû áåçäèâåðãåíòíîãî

ïîòîêà F∗
6 ,F∗

8 äëÿ âåëè÷èí u6 è u8, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.
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Âåëè÷èíû u6 è u8 ñîîòâåòñòâóþò ðàäèàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé èíäóêöèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè Ki
, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ Br è Bz â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

ñ ðàäèóñîì r∗
âíóòðè ÿ÷åéêè Ki

èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû Br(r
∗) = u6

rci
r∗ è Bz(r

∗) = u8
rci
r∗ .

Äîìíîæåíèå íà

rci
r êîððåêòíî, òàê êàê âñå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû èìåþò ìíîæèòåëü r, è

çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè r = 0 â ðàñ÷åòàõ íå ó÷àñòâóþò.

Äëÿ îáíîâëåíèÿ âåëè÷èí u6 è u8 ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûé ïîòîê â òî÷êå ζxi + (1 − ζ)xj ,
äàþùèé áåçäèâåðãåíòíîå ìàãíèòíîå ïîëå:

(
F∗

6 [ij],F∗
8 [ij]

)T
=

=
(
ζ(rP )(xi) + (1 − ζ)(Pr)(xj) − 1

12

(
∇(Pr)(xj) − ∇(Pr)(xi)

)
· eijhij

) 1

rcl
hijeij .

Íîâûå êîìïîíåíòû ïîòîêîâ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ äàëüøå èñïîëüçóþòñÿ íàðàâíå ñ êîì-

ïîíåíòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà÷è �èìàíà, êîìïîíåíòû ïîòîêîâ

äëÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èí îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî

îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ñîõðàíÿåò êîíñåðâàòèâíîñòü ñõåìû. Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ìåòîäà ïðèâîäèò

ê ñãëàæèâàíèþ ðàçðûâîâ (âíîñèò â ñõåìó ÷èñëåííóþ äèññèïàöèþ) íà 2�3 ÿ÷åéêè.

4. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì

Îïèñàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïàðàëëåëüíîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå äëÿ

êëàñòåðíûõ ñèñòåì ñ ðàçäåëåííîé ïàìÿòüþ. Êîìïëåêñ íàïèñàí íà ÿçûêå Fortran ñ èñïîëü-

çîâàíèåì òåõíîëîãèé OpenMP è MPI. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì êîìïëåêñà îñíîâàí íà èäåå

ðàçáèåíèÿ èñõîäíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè, ðåøåíèå â êàæäîé èç êîòîðûõ ðàñ-

ñ÷èòûâàåòñÿ îòäåëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì ìîäóëåì [6℄. Ïîñêîëüêó ÷èñëåííûé ìåòîä � ÿâ-

íûé, ïîäîáíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ âûñîêîé ý��åêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Öå-

ëîñòíîñòü ðåøåíèÿ îáåñïå÷åíà íàëè÷èåì îáìåíîâ ñìåæíûìè ãðàíè÷íûìè äàííûìè ìåæäó

ìîäóëÿìè, îáìåíû ðåàëèçîâàíû ñðåäñòâàìè òåõíîëîãèè MPI.

�àñ÷åò ïðîèçâîäèòñÿ íà òðåóãîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Íà ïîäãîòîâèòåëü-

íîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå ñåòêè íà ïîäîáëàñòè ïî ÷èñëó èñïîëüçóåìûõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ìîäóëåé. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ñ îäíîé ñòîðîíû ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî

ñìåæíûõ äàííûõ, ïîäëåæàùèõ îáìåíó ìåæäó ìîäóëÿìè, à ñ äðóãîé � ñáàëàíñèðîâàòü ÷èñ-

ëî ÿ÷ååê ñåòêè â êàæäîé ïîäîáëàñòè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé çàãðóçêè ÿäåð. Ýòó

çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ ãðà�à, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî ñî-

îòâåòñòâóåò ÿ÷åéêå, à ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè � îáùåìó ðåáðó ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Äëÿ ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììà Metis [11℄, óñòàíàâëèâàþùàÿ

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íîìåðîì ÿ÷åéêè â ñåòêå è íîìåðîì ïîäîáëàñòè.

Â íà÷àëå ðàñ÷åòà ñ ó÷åòîì îïèñàíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè è åå ðàçáèåíèÿ íà ïîäîáëàñòè, à

òàêæå î ñåòî÷íîì øàáëîíå, èñïîëüçóåìîì êàê äëÿ ðàñ÷åòà ðåøåíèÿ íà î÷åðåäíîì âðåìåííîì

ñëîå, òàê è äëÿ åãî ëèìèòèðîâàíèÿ, êîðíåâîé ïðîöåññ �îðìèðóåò äëÿ êàæäîãî ðàñ÷åòíîãî

ìîäóëÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ìàññèâîâ.

• Ìàññèâ ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ, óñòàíàâëèâàþùèé ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íîìåðàìè óçëîâ

â èñõîäíîé ñåòêå è íîìåðàìè óçëîâ, èñïîëüçóåìûõ â ìîäóëå � íà êàæäîì âû÷èñëè-

òåëüíîì ìîäóëå õðàíèòñÿ è ó÷àñòâóåò â ðàñ÷åòàõ ëèøü ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìàÿ ÷àñòü

ñåòêè è îïðåäåëåííûå íà íåé ðàñïðåäåëåíèÿ �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è.

• Ìàññèâ ïåðåíóìåðàöèè ÿ÷ååê ñåòêè � àíàëîãè÷íî ìàññèâó ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ äàí-

íûé ìàññèâ ïîçâîëÿåò õðàíèòü â ïàìÿòè èí�îðìàöèþ òîëüêî î òåõ ÿ÷åéêàõ, êîòîðûå

íåîáõîäèìû äëÿ ðàñ÷åòà íà äàííîì ìîäóëå. Ýòîò ìàññèâ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì óïî-

ðÿäî÷åí. Ñàìûå ìàëåíüêèå íîìåðà èìåþò ÿ÷åéêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî íà
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äàííîì ìîäóëå. Äàëåå ðàçìåùåíû áëîêè ÿ÷ååê, çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â êîòîðûõ ðàññ÷èòû-

âàåòñÿ äàííûì ìîäóëåì è îòñûëàåòñÿ íà äðóãîé ìîäóëü ïóòåì ãðóïïîâîé ïåðåñûëêè.

Çàòåì ðàñïîëàãàþòñÿ ÿ÷åéêè, çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â êîòîðûõ ïî îòäåëüíîñòè ðàññûëàåò-

ñÿ íåñêîëüêèì ìîäóëÿì (óãëîâûå ÿ÷åéêè). Â êîíöå ìàññèâà ðàñïîëîæåíû áëîêè ÿ÷å-

åê, çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â êîòîðûõ ïðèíèìàþòñÿ îò äðóãèõ ìîäóëåé áëî÷íûì ñïîñîáîì,

ÿ÷åéêè, ðåøåíèå â êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ ïî îòäåëüíîñòè, à òàêæå ãðàíè÷íûå ÿ÷åéêè.

Òàêîå óïîðÿäî÷èâàíèå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü áîëüøåé ý��åêòèâíîñòè ïåðåñûëêè äàííûõ

ìåæäó ìîäóëÿìè.

• Ìàññèâû, îïèñûâàþùèå íà÷àëî è êîíåö ðàññûëàåìûõ è ïðèíèìàåìûõ áëîêîâ è îäè-

íî÷íûõ äàííûõ î ðåøåíèè.

Ïîñëå ðàññûëêè äàííûõ êîðíåâûì ìîäóëåì âñå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäóëè (âêëþ÷àÿ êîðíå-

âîé) íà÷èíàþò íåçàâèñèìûé ðàñ÷åò ðåøåíèÿ â ñâîåé ïîäîáëàñòè, èíèöèàëèçèðóÿ ìàññèâû,

îïèñûâàþùèå áàçèñíûå �óíêöèè, ñîäåðæàùèå ñêàëÿðíûå êîý��èöèåíòû ëèìèòåðà è ðÿä

äðóãèõ.

Äëÿ îáìåíà çíà÷åíèÿìè ðåøåíèÿ â ñìåæíûõ ÿ÷åéêàõ è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñìåæíûõ

óçëàõ íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé êàæäûì ìîäóëåì èíèöèàëèçèðóþòñÿ îòëîæåííûå ïåðåäà÷à

è ïðèåì äàííûõ. Ïðè ýòîì áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíîé áëî÷íîé ñòðóêòóðå õðàíåíèÿ äàííûõ â

ïàìÿòè ïåðåñûëêà çíà÷åíèé â ñìåæíûõ ÿ÷åéêàõ è óçëàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç �îðìèðîâàíèÿ

äîïîëíèòåëüíûõ áó�åðíûõ ìàññèâîâ (è áåç äîïîëíèòåëüíûõ íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ) ïðÿìûì

îáðàùåíèåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì óêàçàòåëÿì.

4.1. Òåñòîâûå ïàðàëëåëüíûå ðàñ÷åòû

Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íà ãèáðèäíîì âû÷èñëèòåëüíîì êëà-

ñòåðå Ê-100 Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà �ÀÍ. Îöåíêà óñêîðåíèÿ

ïðîâîäèëàñü äëÿ ðåøåíèÿ íà ñåòêàõ èç 585508 è 903222 ýëåìåíòîâ. Äîëÿ ïàðàëëåëüíîãî êîäà

â îïèñàííîì àëãîðèòìå ïðè ðåøåíèè òåñòîâîé çàäà÷è î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà [12℄ ñîñòàâëÿåò

99.98% äëÿ ñåòêè èç 585508 ýëåìåíòîâ è 99.99% � äëÿ 903222 ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî çàêî-

íó Àìäàëà [13℄ òàêèå äîëè îãðàíè÷èâàþò ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå ðàñ÷åòîâ íà 256 ÿäðàõ

îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðñèè âåëè÷èíàìè 243 è 249 ðàç ñîîòâåòñòâåííî. �åøåíèå

çàäà÷è íà ñåòêå èç 903222 ýëåìåíòîâ íà îäíîì ÿäðå çàíÿëî 1843,8 ìèíóòû, íà 256 ÿäðàõ �

8,17 ìèíóòû (óñêîðåíèå â 225.7 ðàçà). Íà ñåòêå èç 585508 ýëåìåíòîâ íà îäíîì ÿäðå � 720

ìèíóò, íà 256 ÿäðàõ � 3,68 ìèíóòû (óñêîðåíèå â 195.7 ðàçà).

�èñ. 2. Óñêîðåíèå ðàñ÷åòîâ â çàäà÷å î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ

�àñõîæäåíèå ðåàëüíîãî óñêîðåíèÿ ñ îöåíêîé ïî çàêîíó Àìäàëà îáúÿñíÿåòñÿ ãëàâíûì

îáðàçîì íå âëèÿíèåì ìåæìîäóëüíûõ îáìåíîâ, à ñïåöè�èêîé àïïàðàòíîé ñòðóêòóðû êëà-

ñòåðà. Âû÷èñëèòåëüíûå ìîäóëè êëàñòåðà Ê-100 ñãðóïïèðîâàíû ïî 11 íà âû÷èñëèòåëüíûé

óçåë (â îäíîÿäåðíîé êîí�èãóðàöèè ìîäóëÿ), êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðâåð
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�èñ. 3. Ý��åêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà â çàäà÷å î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà íà ðàç-

ëè÷íûõ ñåòêàõ

ñ äâóìÿ øåñòèÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè Intel Xeon 5670. Ïîäîáíàÿ ïëîòíîñòü âû÷èñëèòåëü-

íûõ ìîäóëåé íà óçåë â ðàñ÷åòå ïðèâîäèò ê êîíêóðåíöèè çàïðîñîâ ìîäóëåé îäíîãî óçëà ê

îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, à ñëåäîâàòåëüíî � ê áîëüøîìó ÷èñëó êýø-ïðîìàõîâ. Ýòî îñîáåííî

êðèòè÷íî äëÿ òåêóùåé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ì�Ä âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷-

íîñòè, ïîñêîëüêó êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè ñîîòâåòñòâóåò êàê ìèíèìóì 32 ÷èñëà ñ ïëàâàþùåé

òî÷êîé. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ ÷åðåç ðåáðà íà ÷åòûðåõ ÿä-

ðàõ óñêîðÿåòñÿ â 3,8 ðàçà, â òî âðåìÿ êàê ïðîöåäóðà êîïèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïðåäûäóùåãî

ñëîÿ íà íîâûé � òîëüêî â 2,1 ðàçà. Ñïåöè�èêà àïïàðàòíîé ñòðóêòóðû êëàñòåðà Ê-100 îáú-

ÿñíÿåò è íàáëþäàåìîå íà ðèñ. 2 è ðèñ. 3 ñâåðõëèíåéíîå óñêîðåíèå ðàñ÷åòîâ, âîçíèêàþùèå íà

2 è 4 ÿäðàõ. Â ýòîì ñëó÷àå íå âîçíèêàåò êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè

ìîäóëÿìè îäíîãî óçëà, ïðè÷åì ÷àñòü îáìåíîâ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåçàíÿòûìè â ðàñ÷åòå

ðåñóðñàìè óçëà.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà íà ñåòêàõ èç 585508 è 903222 ýëåìåíòîâ. Òàêæå ïðåäñòàâëåí ãðà�èê

óñêîðåíèÿ ñîãëàñíî çàêîíó Àìäàëà äëÿ 99.98% ïàðàëëåëüíîãî êîäà è ãðà�èê ëèíåéíîãî

óñêîðåíèÿ. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ý��åêòèâíîñòè (îòíîøåíèå óñêîðåíèÿ ê ÷èñëó

çàäåéñòâîâàííûõ ÿäåð) ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ, ý��åêòèâíîñòè

ñîãëàñíî çàêîíó Àìäàëà äëÿ 99.98% ïàðàëëåëüíîãî êîäà è ý��åêòèâíîñòè ïðè ëèíåéíîì

óñêîðåíèè. Âèäíî, ÷òî ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïîëüçóå-

ìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òðóäîåìêîñòè çàäà÷è. Â öåëîì ìå-

òîä ïîêàçûâàåò âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ è õîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü

âïëîòü äî ñîòåí çàäåéñòâîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé.

5. Ìàãíèòîðîòàöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü â àêêðåöèðóþùåé îáî-

ëî÷êå ïðîòîçâåçäû

Ñ ïðèìåíåíèåì ñîçäàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå

ïðîöåññà ðàçâèòèÿ ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â àêêðåöèðóþùåé îáîëî÷êå ïðîòî-

çâåçäû [3℄.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëëàïñà ãàçî-ïûëåâîãî îáëàêà íà çâåçäó âûáåðåì ñ�åðè÷åñêóþ

ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü ñ âûðåçàííûì öåíòðîì, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 4 [3℄. Ïðîòîçâåçäà, íà-

õîäÿùàÿñÿ âíóòðè öåíòðàëüíîé îáëàñòè, ñîçäàåò ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûé ãðàâèòàöèîí-

íûé ïîòåíöèàë ΦΓ, â òî âðåìÿ êàê ñàìîãðàâèòàöèÿ ãàçî-ïûëåâîãî îáëàêà, îêðóæàþùåãî

çâåçäó, íå ó÷èòûâàåòñÿ, ò.å. ìàññà çâåçäû ïðåäïîëàãàåòñÿ ìíîãî áîëüøåé ìàññû âåùåñòâà,

íàõîäÿùåãîñÿ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. �àñ÷åò âåäåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ, âûáðàííûå

ìàñøòàáû âåëè÷èí ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòó G31.41.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âåùåñòâî âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oz,
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�èñ. 4. Ñõåìà àêêðåöèðóþùåé îáîëî÷êè ïðîòîçâåçäû

âðàùåíèå ðàâíîâåñíî, âåêòîðíîå ïîëå ìàãíèòíîé èíäóêöèè ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî è îðè-

åíòèðîâàíî âäîëü îñè âðàùåíèÿ. �àâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ãðàäèåíò äàâëå-

íèÿ ∇p óðàâíîâåøèâàåò ñèëû èíåðöèè ρ∇ΦC = −ρω2
0rer è ãðàâèòàöèè ρ∇ΦΓ = ρGMR :

−∇p+ ρ∇ΦΓ + ρ∇ΦC = 0.

Çäåñü ω0 � íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, R =
√
r2 + z2

� ñ�åðè÷åñêèé ðàäèóñ, à GM �

ïðîèçâåäåíèå ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé è ìàññû çâåçäû. �àçî-ïûëåâîå îáëàêî ñîâåðøàåò

âðàùåíèå ñ êåïëåðîâñêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0 ∼ r− 3
2
, äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ðîñòà óãëîâîé

ñêîðîñòè âáëèçè îñè r = 0 çàäàíû óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òâåðäîòåëüíîìó âðàùåíèþ

ïëàçìû. Äëÿ ýòîãî â öèëèíäðå r < rd ïðèíÿòî ω0 = const.
Â ðàñ÷åòàõ áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû è íà÷àëüíûå äàííûå:

ρ = 1, p = 7 + αGM + ΦC + ΦΓ,

Br = 0, Bφ = 0, Bz = 0.1048,

vr = 0.01cT (A− 0.5), vφ = ω0r + 0.01cT (A− 0.5), vz = 0.01cT (A− 0.5),

ω0 =





√
αGMr− 3

2 r ≥ rd;

√
αGMr

− 3
2

d èíà÷å,

ΦC =





−(ω0r)
2 r ≥ rd;

0.5(ω0r)
2 − 1.5(ω0rd)

2
èíà÷å,

ΦΓ =
GM

R
, GM = 1, rd = 0.15, α = 0.8, cT =

√
2, A ∼ R[0, 1],

F Γ = ∇ΦΓ = (−GM
R3

r, 0, −GM
R3

z)T ,

ãäå A ∼ R[0, 1] � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îò 0 äî 1, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó.

Âåëè÷èíà âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîé èíäóêöèè Bz îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

ìàêñèìóìà îòíîøåíèÿ ãàçîâîãî äàâëåíèÿ ê ìàãíèòíîìó max(β) = max( 2p
B2 ) = 2000.

Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå R = 1 � èñòîðè÷åñêèå, ò.å. ïåðåìåííûå â �èêòèâíîé ÿ÷åéêå çà-

äàþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé; íà ãðàíèöå R = 0.1 � èñòîðè÷åñêèå ñ îáíîâëåíèåì óãëîâîé

ñêîðîñòè, ò.å. âñå ïåðåìåííûå â �èêòèâíîé ÿ÷åéêå, êðîìå óãëîâîé ñêîðîñòè, çàäàþòñÿ èç

íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè áåðåòñÿ èç ÿ÷åéêè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè,
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ñîñåäíåé ñ �èêòèâíîé. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 5/3, ÷èñëî Êóðàíòà C = 0.4. �àñ÷åòû
ïðîâîäèëèñü íà íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå èç 228363 ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåííîé ïðè ïîìîùè

ïðîãðàììû Gridder2D [14℄.

�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ âåêòîðà èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåâà íàïðàâî ïîñëå äâóõ

(t = 0.8), ÷åòûðåõ (t = 1.6), âîñüìè (t = 3.2) è øåñòíàäöàòè (t = 6.4) îáîðîòîâ.

�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå óãëîâîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè âåùåñòâà ñëåâà íàïðàâî ïîñëå äâóõ

(t = 0.8), ÷åòûðåõ (t = 1.6), âîñüìè (t = 3.2) è øåñòíàäöàòè (t = 6.4) îáîðîòîâ.

Ïðîöåññ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè ñòàäèè: çàðîæäåíèå

ìåëêîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé, ðàçâèòèå ìåëêîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé â êðóïíîìàñøòàá-

íûå è îáðàçîâàíèå îáëàñòè ñ îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâûì òå÷åíèåì. Íà ðèñ. 5 è 6 ïðèâåäåíû

ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íîìó ÷èñëó îáîðîòîâ

îáëàêà. Âðåìåíåì îáîðîòà ñ÷èòàåòñÿ âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà ñàìîé áûñòðîé îðáèòû íà÷àëü-

íîé êîí�èãóðàöèè t
îá

= 2π
max(ω0) = 2π

√
αGMr

−3
2

d

≈ 0.4.

Íà ïåðâîì ýòàïå íà ãðàíèöå çîí ñ êåïëåðîâñêèì è òâåðäîòåëüíûì âðàùåíèåì âåùåñòâà

r = rd âîçíèêàþò ìàëûå âîçìóùåíèÿ (ïðèìåðíî äâà îáîðîòà, t = 0.8). Çàòåì ìàëûå âîç-

ìóùåíèÿ íà÷èíàþò îáðàçîâûâàòü êðóïíîìàñøòàáíûå ñòðóêòóðû (ïðèìåðíî îò òðåòüåãî äî

äåñÿòîãî îáîðîòîâ). Ñ ðàçâèòèåì êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð ìàãíèòíîå ïîëå

óñèëèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ çà ñ÷åò õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ âåùåñòâà, è åãî ýíåðãèÿ

ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé äâèæåíèÿ âåùåñòâà. Ïðè ýòîì íà÷èíàåòñÿ

àêòèâíûé ïåðåíîñ âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà íà âíåøíþþ ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ðèñ. 6).
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�àñïðåäåëåíèå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñî âðåìåíåì ïðèîáðåòàåò õàîòè÷åñêèé õà-

ðàêòåð âåçäå, ãäå ãàçîâîå äàâëåíèå ïðåîáëàäàåò íàä ìàãíèòíûì. Âáëèçè îñè âðàùåíèÿ, ãäå

ïëîòíîñòü âåùåñòâà îòíîñèòåëüíî ìàëà, ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êàê è äðóãèå õàðàêòå-

ðèñòèêè Ì�Ä-òå÷åíèÿ, èìåþò ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó. Äàëüíåéøèå âûòåêàíèå âåùåñòâà èç

îáëàñòè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàçìåðîâ çîíû ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé òå÷åíèÿ (îêîëî 16

îáîðîòîâ îáëàêà).

�èñ. 7. Ïîòîê ìàññû ÷åðåç âíóòðåííèé ðàäèóñ, â åä. íà÷àëüíîé ìàññû. Îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ îòâå÷àþò îòòîêó âåùåñòâà çà ïðåäåëû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Ïðîâåäåíà îöåíêà òåìïîâ àêêðåöèè öåíòðàëüíî îáúåêòà, åå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà

ðèñ. 7. Òåìï àêêðåöèè ðàññ÷èòàí êàê îòíîøåíèå èíòåãðàëà íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ρv
âäîëü âíóòðåííåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ê íà÷àëüíîìó êîëè÷åñòâó âåùåñòâà â ðàñ÷åò-

íîé îáëàñòè. Ñðåäíèé òåìï àêêðåöèè ñîñòàâèë 0.023% íà÷àëüíîé ìàññû, ÷òî ïî ïîðÿäêó

âåëè÷èíû ñîîòâåñòâóåò òåìïàì â ðåàëüíî íàáëþäàåìîì îáúåêòå G31.41 [3℄.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ñîçäàí àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ çàäà÷ ñ öèëèí-

äðè÷åñêîé ñèììåòðèåé ðàçðûâíûì ìåòîäîì �àëåðêèííà. Ââåäåíà ïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè

ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ, ïîçâîëÿþùàÿ â ñëó÷àå âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èòü áåçäèâåðãåíòíûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

�àçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ êëàñòåðíûõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäå-

ëåííîé ïàìÿòüþ. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ïðîòåñòèðîâàí è ïîêàçàë âûñîêóþ ìàñøòàáèðó-

åìîñòü âïëîòü äî ñîòåí âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé.

Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðàçâèòèÿ ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â àê-

êðåöèðóþùåé îáîëî÷êå ïðîòîçâåçäû. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçâèòèå Ì�Í â ãàçî-ïûëåâîì

àêêðåöèîííîì äèñêå ìîæåò ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ ñòðóê-

òóð. Ýòè ñòðóêòóðû ñïîñîáñòâóþò ïåðåðàñïðåäåëåíèþ óäåëüíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà âðà-

ùàþùåéñÿ ïëàçìû îò îñè âðàùåíèÿ íà ïåðè�åðèþ äèñêà. Ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ òåìïû

àêêðåöèè âåùåñòâà íà çâåçäó áëèçêè ê íàáëþäàåìûì â îáúåêòå G31.41.
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