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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ äåäóêòèâíîãî àíàëèçà äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííî-
ãî äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ôóíêöèîíàëüíî-ïîòîêîâûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðî-
ãðàìì íà ÿçûêå Ïèôàãîð. Ñòðîèòñÿ èñ÷èñëåíèå Õîàðà äëÿ ýòîãî ÿçûêà. Êîððåêò-
íîñòü ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíäóêöèè.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîèñõîäèò ïîâñåìåñòíûé ïåðåõîä íà ïàðàëëåëüíîå ïðîãðàììèðî-
âàíèå, ÷òî îáóñëîâëåíî øèðîêèì ïðèìåíåíèåì ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ, êëàñòåðíûõ ñè-
ñòåì è ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé. Èñïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííûõ ïîäõîäîâ, áàçèðóþùèõñÿ
íà èìïåðàòèâíûõ ìîäåëÿõ, äëÿ ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äî-
ñòàòî÷íî ÷àñòî âåä¼ò ê ïîÿâëåíèþ îøèáîê. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòêàçû
ñèñòåì ñâÿçàíû ñ íåøòàòíûì ôóíêöèîíèðîâàíèåì ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, àêòóàëüíû
âîïðîñû åãî íàä¼æíîñòè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàä¼æíîñòè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ âñ¼ ÷àùå
èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ.

Ïîä ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèåé ïîíèìàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû,
êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïðîãðàììîé è å¼ ñïåöèôèêàöè-
åé, îïèñûâàþùåé öåëü ðàçðàáîòêè [1]. Ïðè ýòîì, ñîîòâåòñòâèå ïðîãðàììû å¼ ñïåöèôèêàöèè
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ãëàâíûì ïðåèìó-
ùåñòâîì ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äîêàçàòü îòñóòñòâèå îøèáîê â
ïðîãðàììå, òîãäà êàê òåñòèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ëèøü âûÿâëÿòü îòäåëüíûå îøèáêè.

Îäèí èç ìåòîäîâ ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè áûë ïðåäëîæåí Õîàðîì [2]. Â åãî îñíîâå
ëåæèò àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä íà îñíîâå èñ÷èñëåíèÿ Õîàðà � ðàñøèðåíèÿ êàêîé-ëèáî ôîð-
ìàëüíîé òåîðèè I ââåäåíèåì â íå¼ ôîðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàçûâàåìûõ òðîéêàìè Õîàðà.
Òðîéêà Õîàðà � ýòî àííîòèðîâàííàÿ ïðîãðàììà, òî åñòü ïðîãðàììà, ê êîòîðîé ïðèïèñàíû
äâå ôîðìóëû òåîðèè I, îïèñûâàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà âõîäíûå ïåðåìåííûå è òðåáîâàíèÿ ê
ðåçóëüòàòó âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Ýòè ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ïðåäóñëîâèå è ïîñòóñëîâèå
ñîîòâåòñòâåííî. Òðîéêè Õîàðà îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå {ϕ} Prog {ψ}, ãäå Prog � ïðî-
ãðàììà, à ϕ è ψ � ïðåäóñëîâèå è ïîñòóñëîâèÿ äëÿ Prog. Òàêæå äëÿ ðàñøèðåíèÿ òåîðèè I
ââîäèòñÿ íàáîð àêñèîì äëÿ îïåðàòîðîâ ÿçûêà è ïðàâèëà âûâîäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ èç
àêñèîì ìîæíî âûâîäèòü óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ïðîãðàìì, â òîì ÷èñëå î ñâîéñòâàõ êîð-
ðåêòíîñòè. Ïðè ýòîì, ðàñøèðåíèå òåîðèè I ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîððåêòíîñòü
ïðîãðàììû ñîîòâåòñòâîâàëà èñòèííîñòè òðîéêè Õîàðà äëÿ ýòîé ïðîãðàììû. Îñíîâíàÿ èäåÿ
äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íà áàçå àêñèîì, ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèìåíåíèé ïðàâèë âûâîäà, ïðåîáðàçîâàòü òðîéêó Õîàðà â ôîðìóëó òåîðèè I, è äîêàçàòü
èñòèííîñòü ôîðìóëû â ýòîé òåîðèè.

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîäà íà îñíîâå èñ÷èñëåíèÿ Õîàðà, â
îòëè÷èå îò ìåíåå ôîðìàëèçîâàííûõ ìåòîäîâ äåäóêòèâíîãî àíàëèçà, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
åãî ÷àñòè÷íîé àâòîìàòèçàöèè. Êðîìå òîãî, äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòî-
äîì è ïðèìåíèì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îäíàêî àêñèîìû è ïðàâèëà
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âûâîäà íå óíèâåðñàëüíû, òàê êàê ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ñåìàíòèêè ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íà è ñëîæíîñòü äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ïðîãðàìì â ðàçíûõ
àêñèîìàòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòèãíóòû îïðåäåë¼ííûå óñïåõè â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè äàí-
íîãî ïîäõîäà äëÿ èìïåðàòèâíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ [3], îäíàêî, â öåëîì, ïðîáëåìà íå
ðåøåíà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïàðàëëåëüíûõ èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì ñëîæíîñòü ôîð-
ìàëüíîé âåðèôèêàöèè ñèëüíî âîçðàñòàåò. Ãëàâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿþòñÿ êîíôëèêòû èç-çà
ðåñóðñîâ. Íàïðèìåð, íåïðàâèëüíîå ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèè îáùåé ïàìÿòè èëè âçàèìíûå
áëîêèðîâêè ïðîöåññîâ â ñëó÷àå ðàáîòû ñ ðàñïðåäåë¼ííîé ïàìÿòüþ. Àëüòåðíàòèâíûì âà-
ðèàíòîì èìïåðàòèâíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-ïîòîêîâàÿ ïàðàëëåëüíàÿ (ÔÏÏ)
ïàðàäèãìà è ïðåäëîæåííûé äëÿ å¼ ïîääåðæêè ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïèôàãîð [4]. Ýòîò
ÿçûê ïîçâîëÿåò èçáåæàòü êîíôëèêòîâ èç-çà ðåñóðñîâ. Êàæäàÿ ïðîãðàììà � ýòî ôóíêöèÿ,
ïîýòîìó â ÿçûêå îòñóòñòâóþò ïåðåìåííûå è öèêëû, à îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïî ãîòîâíîñòè
äàííûõ. Â ðåçóëüòàòå, ñëîæíîñòü ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè ÔÏÏ ïðîãðàìì ñðàâíèìà ñî
ñëîæíîñòüþ âåðèôèêàöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì. Äðóãàÿ âàæíàÿ îñîáåííîñòü ÿçûêà
� âîçìîæíîñòü äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîãî ïàðàëëåëèçìà ïðîãðàììû çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî ïàðàë-
ëåëèçì ðåàëèçóåòñÿ íà óðîâíå îïåðàöèé. Ïîýòîìó ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè òàêàÿ
ïðîãðàììà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà êîíêðåòíóþ àðõèòåêòóðó ñ êîíå÷íûìè ðåñóðñàìè, ïðè
íåîáõîäèìîñòè, ñ îãðàíè÷åíèåì å¼ ïàðàëëåëèçìà.

Íà äàííûé ìîìåíò, âîïðîñû ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè äëÿ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Ïèôàãîð ïðîðàáîòàíû íåäîñòàòî÷íî, ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîâ àíà-
ëèçà è ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè ÔÏÏ ïðîãðàìì.

2. Îïèñàíèå àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè íà îñíîâå èñ÷èñëåíèÿ Õîàðà, äëÿ ÔÏÏ ÿçû-
êà Ïèôàãîð ðàçðàáîòàíà àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ ôîðìàëü-
íûå äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ïðîãðàìì.

Îñíîâíûìè îáúåêòàìè àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ òðîéêè Õîàðà.
Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäóñëîâèé è ïîñòóñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ ÿçûê ëîãè÷åñêîé ñïåöèôèêàöèè

íà áàçå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íà äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøèí-
ñòâà òðåáîâàíèé ê ïðîãðàììå. Äëÿ îïèñàíèÿ âûðàæåíèé ÿçûêà ëîãè÷åñêîé ñïåöèôèêàöèè
èñïîëüçóåòñÿ àëôàâèò èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè è ïðåäèêàòíûìè ñèì-
âîëàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïåðåìåííûå ÿçûêà
ëîãè÷åñêîé ñïåöèôèêàöèè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûõ òèïîâ:

T = {signal, int, f loat, char, bool, func, error, datalist, delaylist, parlist, asynclist,user_type},

ãäå user_type - ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ïîëüçîâàòåëüñêèõ òèïîâ. Ôèãóðíûå ñêîáêè â âû-
ðàæåíèÿõ ÿçûêà ëîãè÷åñêîé ñïåöèôèêàöèè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà.

Â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ðàçëè÷àþò ôóíêöèè, êîòîðûå ôîðìèðóþò òåðìû, è ïðåäè-
êàòû, êîòîðûå ôîðìèðóþò ôîðìóëû. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî íå âûäåëÿòü ïðåäèêàòû â
îòäåëüíóþ ãðóïïó, à ñ÷èòàòü èõ ïîäìíîæåñòâîì ôóíêöèé ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé bool. Ââåäåì
ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå è ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, è êâàíòîðû:

1. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè (+,−, ∗, /).

2. Çíàêè ñðàâíåíèÿ ( =, 6=, >,<,>,6).

3. Ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè è êâàíòîðû (∨,∧,¬,⇒,⇔,∀,∃).

4. Ôóíêöèÿ äëèíû ñïèñêà (len), ôóíêöèÿ âûáîðà ýëåìåíòà èç ñïèñêà (select), ôóíêöèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè ê òèïó (∈).
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Ôóíêöèè len, select, ∈ ýêâèâàëåíòíû ñîîòâåòñòâóþùèì ôóíêöèÿì ÿçûêà Ïèôàãîð. Ñõå-
ìû äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé áóäóò ñîâïàäàòü ñî ñõåìàìè ôóíêöèé èç èñ÷èñëåíèÿ ïðå-
äèêàòîâ è àðèôìåòèêè.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîãî òåðìà ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè:

1. Êàæäàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì òåðìîì.

2. Åñëè t1, t2, . . . , tn � ýëåìåíòàðíûå òåðìû, f � n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ, òî âûðàæåíèå
f(t1, t2, . . . , tn) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì òåðìîì, ïðè ýòîì âñå êîíñòàíòû ñ÷èòàþòñÿ
íóëü-ìåñòíûìè ôóíêöèÿìè.

3. Äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ òåðìîâ íåò.

Ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà � ýòî ýëåìåíòàðíûé òåðì òèïà bool. Òîãäà ïðîèçâîëüíóþ
ôîðìóëó (âûðàæåíèå) ìîæíî îïðåäåëèòü ïî èíäóêöèè:

1. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

2. Åñëè A � ôîðìóëà, òî ∀xA(x) è ∃xA(x) òîæå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

3. Äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Â òðàäèöèîííîì âèäå òðîéêà Õîàðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå {ϕ} Prog {ψ}, ãäå Prog �
ïðîãðàììà, à ϕ è ψ � ïðåäóñëîâèÿ è ïîñòóñëîâèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôèãóðíûå ñêîáêè òðîé-
êè íå ñîâïàäàëè ñ ôèãóðíûìè ñêîáêàìè ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ èëè ÿçûêà ëîãè÷åñêîé
ñïåöèôèêàöèè, äëÿ òðîéêè Õîàðà ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ϕ(x) Prog(x)→ r ψ(r) ,

ãäå Prog(x) � ôóíêöèÿ ñ âõîäíûì àðãóìåíòîì x, r � ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû, ϕ(x) �
ïðåäóñëîâèå äëÿ Prog, çàâèñÿùåå îò àðãóìåíòà x, ψ(r) � ïîñòóñëîâèÿ äëÿ Prog, çàâèñÿùåå
îò ðåçóëüòàòà âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ íà ÿçûêå Ïèôàãîð:

Fun << funcdef arg {

arg:F >> return

}

Ïóñòü P è Q � ïðåäóñëîâèÿ è ïîñòóñëîâèÿ äëÿ ýòîé ôóíêöèè. Òîãäà òðîéêà Õîàðà
áóäåò èìåòü âèä:

P (arg) arg:F→ r Q(r) .

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ïðîãðàììó íà ÿçûêå Ïèôàãîð óäîáíî îòîáðà-
æàòü â âèäå èíôîðìàöèîííîãî ãðàôà, âîçìîæíà íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðèâÿçêà ïðåäóñëîâèÿ
è ïîñòóñëîâèÿ ê äóãàì ýòîãî ãðàôà. Ïðèìåð ïîäîáíîé ïðèâÿçêè ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 2.

Àêñèîìàìè ðàññìàòðèâàåìîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïè-
ôàãîð ñëóæàò òðîéêè Õîàðà äëÿ âñòðîåííûõ ôóíêöèé. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû
âû÷èñëåíèÿ âñòðîåííîé ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò íåêîòîðûõ óñëîâèé íà àðãóìåíòû [5].
Êàæäîìó òàêîìó àëãîðèòìó ñîîòâåòñòâóåò îòäåëüíàÿ àêñèîìà. Èñïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ
àêñèîì äëÿ îäíîé âñòðîåííîé ôóíêöèè, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé ñëîæíîé àê-
ñèîìû, óïðîùàåò âèä èòîãîâûõ ôîðìóë, ÿâëÿþùèõñÿ óñëîâèÿìè êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû.

Íèæå ïðèâåäåíû àêñèîìû äëÿ ôóíêöèè ñîçäàíèÿ ñïèñêà èç îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, êî-
òîðàÿ â ÿçûêå Ïèôàãîð çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: p:dup. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p � ýòî
ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ýëåìåíòîâ, ãäå ïåðâûé ýëåìåíò � ýòî ïðîèçâîëüíûé àðãóìåíò, à
âòîðîé � öåëîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå êîëè÷åñòâî ïîâòîðåíèé ïåðâîãî ýëåìåíòà. Ïðè èñïîëü-
çîâàíèè äàííîé ôóíêöèè ìîãóò âîçíèêàòü ðàçëè÷íûå îøèáêè. Òîãäà àêñèîìû äëÿ ôóíêöèè
äóáëèðîâàíèÿ áóäóò ñëåäóþùèìè:
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Ðèñ. 1. Òðîéêà Õîàðà äëÿ ïðîãðàììû arg:F

(p ∈ datalist)∧
(len(p) = 2)∧
(select(p, 2) ∈ int)

p:dup → r

(r ∈ datalist)∧
(len(r) = select(p, 2))∧
∀k (k ∈ {1, 2, . . . , select(p, 2)}∧

select(r, k) = select(p, 1))

,

¬(p ∈ datalist)∨
¬(len(p) = 2)∨
¬(select(p, 2) ∈ int)

p:dup → r r = BASEFUNCERROR .

Ïðàâèëà âûâîäà îïèñûâàþò ñõåìó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîçèöèé îïåðàòîðîâ è ïîçâîëÿ-
þò âûâîäèòü òåîðåìû èç èìåþùèõñÿ àêñèîì è óæå äîêàçàííûõ òåîðåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ òðîåê Õîàðà â ôîðìóëó èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ÿâëÿëñÿ îäíîçíà÷-
íûì, èñïîëüçóþòñÿ ïðàâèëà ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ, îðèåíòèðîâàííûå íà âûâîä îò àð-
ãóìåíòà ôóíêöèè ê å¼ ðåçóëüòàòó. Â ñëó÷àå ÔÏÏ ÿçûêà Ïèôàãîð òàêèõ ôóíêöèé ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî, òîãäà èç íèõ âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ. Ïðè ýòîì, ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ äëÿ ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿþùèõñÿ ôóíêöèé
íå îêàæåò âëèÿíèå íà ðåçóëüòèðóþùóþ ôîðìóëó ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà îïåðàíäîâ êîíú-
þíêöèè.

Â îáùåì ñëó÷àå, ¾ïðàâèëî ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ¿ äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñ êîäîì
¾x:F1:F¿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

P1(x1) x1:F → r Q(r) , A1, A2 ` P (x) x:F1:F → r Q(r) , (1)

A1 := ϕ(x) x:F1 → x1 ψ(x1) , A2 := P (x) ⇒ ϕ(x), P1(x1) := P (x) ∧ ϕ(x) ∧ ψ(x1),

ãäå x � âõîäíîé àðãóìåíò, F1 � ôóíêöèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ íåïîñðåäñòâåííî ê âõîäíîìó àðãó-
ìåíòó, F � îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü äðóãèå ôóíêöèè, ïðèìå-
íÿåìûå íåïîñðåäñòâåííî ê àðãóìåíòó x, ` � ñèìâîë âûâîäèìîñòè, êîòîðûé ñâèäåòåëüñòâóåò
î òîì, ÷òî ïðè èñòèííîñòè âûðàæåíèé â ëåâîé ÷àñòè, èñòèííû è âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè.
Ñîãëàñíî ýòîìó ïðàâèëó, íà îñíîâå àêñèîìû A1 äëÿ ôóíêöèè F1 è ïðè óñëîâèè A2, òðîéêà

Õîàðà P (x) x:F1:F → r Q(r) ïðåîáðàçóåòñÿ â òðîéêó ñ áîëåå ¾êîðîòêîé¿ ïðîãðàììîé

P1(x1) x1:F → r Q(r) , ïðè ýòîì ïðåäóñëîâèå P (x) èçìåíÿåòñÿ íà P1(x1), à èñõîäíûé

àðãóìåíò x çàìåíÿåòñÿ íà x1 � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè F1 ê x.
Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ïðàâèëà ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîèñõîäèò ¾ñî-

êðàùåíèå¿ èëè ¾ñâ¼ðòêà¿ ïðîãðàììû, è ïî çàâåðøåíèþ àíàëèçà âñåõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷àåì
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òðîéêó Õîàðà ñ ¾ïóñòîé¿ ïðîãðàììîé: P Q . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäóñëîâèå è ïîñòó-

ñëîâèå ïðèïèñàíû ê îäíîé äóãå èíôîðìàöèîííîãî ãðàôà. Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
òðîéêè Õîàðà ê ôîðìóëå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

P ⇒ Q ` P Q . (2)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîèçâîëüíûõ òðîåê Õîàðà íà îñíîâå ïðà-
âèë âûâîäà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, èñòèííîñòü êîòîðîé äîêàçû-
âàåòñÿ â ðàìêàõ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Åñëè ýòà ôîðìóëà èñòèííà, òî èñòèííà è èñõîäíàÿ
òðîéêà Õîàðà, îòêóäà ñëåäóåò êîððåêòíîñòü ïðîãðàììû.

Â çàâèñèìîñòè îò âõîäíûõ äàííûõ ïðîãðàììà ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå ïóòè âûïîëíå-
íèÿ. Àêñèîìû âñòðîåííûõ ôóíêöèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò äåðåâî T0 âñåõ ïóòåé âûïîë-
íåíèÿ ïðîãðàììû. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè ðàâíî êîëè÷åñòâó àêñèîì ýòîé ôóíêöèè. Åñëè íà âõîäíûå äàííûå íàëîæåíû îãðà-
íè÷åíèÿ (ïðåäóñëîâèå ïðîãðàììû), òî ÷àñòü âåòâåé â äåðåâå ñòàíîâÿòñÿ íåäîñòèæèìûìè.
Ýòè âåòâè ñîîòâåòñòâóþò òåì àêñèîìàì, ïðåäóñëîâèå êîòîðûõ íå ñëåäóåò èç ïðåäóñëîâèÿ
ïðîãðàììû. Îòêèäûâàÿ íåäîñòèæèìûå ïóòè, ïîëó÷àåì íîâîå äåðåâî T1, êîòîðîå ÿâëÿåò-
ñÿ ïîääåðåâîì T0. Êàæäûé ïóòü äåðåâà T1 ìîæíî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî è ïðåîáðàçîâàòü
â ôîðìóëó èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ïî ïðàâèëàì âûâîäà. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïîëó÷àåòñÿ k ôîðìóë, ãäå k ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ëèñòüåâ â äåðåâå T1. Åñëè êàæäàÿ
èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë èñòèííà, òî ïðîãðàììà êîððåêòíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîãðàììà
íåêîððåêòíà, à îøèáêè ïðèñóòñòâóþò â òåõ âåòâÿõ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íå òîæäåñòâåí-
íî èñòèííûå ôîðìóëû. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû ñâîäèòñÿ
ê äîêàçàòåëüñòâó èñòèííîñòè íåñêîëüêèõ ôîðìóë.

3. Àíàëèç êîððåêòíîñòè ðåêóðñèé

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì ñâÿçàíà ñ öèêëè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè,
êîòîðûå ìîãóò, â ñëó÷àå íåïðàâèëüíîé ïðîãðàììû, ïðèâåñòè ê çàöèêëèâàíèþ, ïðè ýòîì
èíôîðìàöèîííûé ãðàô ïðîãðàììû ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì. Â ÿçûêå Ïèôàãîð îòñóòñòâóþò
îïåðàòîðû öèêëà, è âñå ïîâòîðÿþùèåñÿ êîíñòðóêöèè ðåàëèçóþòñÿ ÷åðåç ðåêóðñèè. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïðîãðàììà áûëà êîððåêòíîé, ðåêóðñèÿ äîëæíà, âî-ïåðâûõ, çàâåðøàòüñÿ, à, âî-
âòîðûõ, âîçâðàùàòü ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.

Ïðîàíàëèçèðóåì îñîáåííîñòè ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè. Åñëè â ïðîãðàììå ïðèñóòñòâóåò
ðåêóðñèÿ, òî îäèí è òîò æå êîä âûçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ðàç, à ðàçëè÷èÿ áóäóò êàñàòüñÿ
òîëüêî àðãóìåíòîâ. Òîãäà íåîáõîäèìûì óñëîâèåì çàâåðøåíèÿ ðåêóðñèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
àðãóìåíò ïðîáåãàåò íåïîâòîðÿþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé.

Áîëüøèíñòâî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âè-
äå: â êîððåêòíîé ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè îáÿçàòåëüíî äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü ¾òî÷êà âåòâ-
ëåíèÿ¿, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò âûáîð ìåæäó âîçìîæíûìè ïóòÿìè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.
Îäíà ÷àñòü ïóòåé ïðèâîäèò ê çàâåðøåíèþ ðàáîòû è âîçâðàùåíèþ ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé,
äðóãàÿ � ê ðåêóðñèâíîìó âûçîâó ôóíêöèè. Ïî êàêîìó ïóòè ïîéäóò äàëüíåéøèå âû÷èñ-
ëåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íåêîòîðîé ôóíêöèè îò âõîäíûõ àðãóìåíòîâ. Ýòó ôóíêöèþ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêèé àíàëîã îïåðàòîðà if-else â òîì ñìûñëå, ÷òî çíà÷åíèÿ
âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè, è âûðàæåíèÿ çàâåðøåíèÿ èòå-
ðàöèè ðåêóðñèè, ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî èñêëþ÷àþùèìè, òî åñòü ¬(óñëîâèå ïåðåõîäà = true) ⇔
(óñëîâèå çàâåðøåíèÿ = true).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ðåêóðñèâíîé ïðîãðàììû íåîáõîäèìî âûäåëèòü ¾òî÷-
êó âåòâëåíèÿ¿, âåòâü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåêóðñèâíîìó ïóòè è âåòâü, ïðèâîäÿùóþ ê çàâåð-
øåíèþ ïðîãðàììû, à òàêæå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò êàêîé ïóòü áóäåò âûáðàí â ¾òî÷êå
âåòâëåíèÿ¿. Íàçîâ¼ì ýòè óñëîâèÿ ¾óñëîâèåì ðåêóðñèâíîãî âûçîâà¿ è ¾óñëîâèåì çàâåðøåíèÿ
ôóíêöèè¿. Òàêæå ââåä¼ì äâà òåðìèíà: ¾òåêóùèé àðãóìåíò¿ � âõîäíîé àðãóìåíò ôóíêöèè
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è ¾àðãóìåíò ðåêóðñèâíîãî âûçîâà¿ � àðãóìåíò äëÿ ðåêóðñèâíîãî âûçîâà ôóíêöèè.
Ïðàâèëüíîñòü ðåêóðñèè ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè (äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíèÿ ðå-

êóðñèè ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî). Ââåä¼ì ïîíÿòèå îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè. Îãðàíè÷èâà-
þùàÿ ôóíêöèÿ � ýòî îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ àðãóìåíò ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè âî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, ïðè ýòîì àðãóìåíòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå çàâåðøåíèÿ, îòîáðàæàþòñÿ â åäèíèöó.

Ðàññìîòðèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ðåêóðñèâíîé ïðîãðàììû Rec, êîòîðîå
ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî çíà÷åíèÿì îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè f .

Áàçà èíäóêöèè: ïðîâåðÿåì êîððåêòíîñòü ïðîãðàììû äëÿ àðãóìåíòà x = p0, òàêîãî ÷òî
f(p0) = 1.

Øàã èíäóêöèè: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîãðàììà êîððåêòíà äëÿ âñåõ àðãóìåíòîâ, äëÿ êî-
òîðûõ çíà÷åíèå îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè ìåíüøå N . ×èñëó N ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòð
pN , òàêîé ÷òî f(pN ) = N . Òîãäà, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ áûëà êîððåêòíà,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ïðè âûïîëíåíèè ôóíêöèèRec(pN ) ðåêóðñèâíî ìîãóò áûòü âûçâàíû òîëüêîRec(pi), i =
1, n, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè f(pi) ìåíüøå N .

2. Ïàðàìåòðû pi, i = 1, n ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè àðãóìåíòàìè ôóíêöèè Rec. Äàííîå
óñëîâèå íå çàâèñèò îò îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè, ïîýòîìó åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü,
êàê ïåðâîíà÷àëüíóþ ïðîâåðêó êîððåêòíîñòè ôóíêöèè.

3. Ôóíêöèÿ Rec(pN ) âåðí¼ò âåðíûé ðåçóëüòàò, åñëè âñå ðåêóðñèâíûå âûçîâû çàìåíèòü
íà ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ Rec(pi), i = 1, n, òî åñòü âåðíî, ÷òî èç êîððåêòíîñòè ôóíê-
öèè Rec äëÿ àðãóìåíòîâ pi ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè ñëåäóåò
êîððåêòíîñòè ôóíêöèè Rec äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà pN .

Îïèñàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîððåêòíîñòè ðåêóðñèè. Â ñëó-
÷àå, åñëè íå óäà¼òñÿ äîêàçàòü êîððåêòíîñòü, òî ýòî ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î òîì, ÷òî
ïðîãðàììà íåêîððåêòíà, èëè íåïðàâèëüíî âûáðàíà îãðàíè÷èâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ èñêàòü äðóãóþ îãðàíè÷èâàþùóþ ôóíêöèþ.

4. Ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû

ñ ðåêóðñèåé

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè fact, âû÷èñëÿþùåé ôàêòîðèàë x. Êîä
ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ïèôàãîð ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå 2.

fact << funcdef x {
fl << ((x,1):[ <= , >]):?;
act << (1,

{ (x, (x,1): -: fact ):* } );
return << act:fl:.;

}

Ðèñ. 2. Êîä ôóíêöèè fact, âû÷èñëÿþùåé ôàêòîðèàë ÷èñëà x

Ïîëüçîâàòåëü çàäà¼ò äëÿ ïðîãðàììû ñëåäóþùóþ òðîéêó Õîàðà (äîïèñûâàåò ïðåäóñëî-
âèå è ïîñòóñëîâèå):

(x ∈ int) ∧ (x > 0)∧
x∏

i=1

i 6 INT_MAX
x:fact → r

((r =
x∏

i=1

i) ∧ (x > 0))∨

((r = 1) ∧ (x = 0))

, (3)

ãäå INT_MAX � ìàêñèìàëüíîå öåëîå, êîòîðîå äîïóñêàåò òèï int. Äàííàÿ òðîéêà Õîàðà ñîäåð-
æèò â ñåáå ñëåäóþùóþ ñïåöèôèêàöèþ ïðîãðàììû: åñëè âõîäíîå çíà÷åíèå x � öåëîå ÷èñëî
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áîëüøå íóëÿ è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë îò 1 äî x íå ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíîãî öåëîãî, êîòîðîå
äîïóñêàåò òèï int, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ ôóíêöèÿ fact âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ
÷èñåë îò 1 äî x, åñëè x > 0 èëè 1, åñëè x = 0.

Â âèäå èíôîðìàöèîííîãî ãðàôà äàííàÿ òðîéêà Õîàðà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 3.Â ñåðûõ
êðóæêàõ óêàçàíû èäåíòèôèêàòîðû äóã, âñå èäåíòèôèêàòîðû äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû.

Ðèñ. 3. Èíôîðìàöèîííûé ãðàô òðîéêè Õîàðà äëÿ ôóíêöèè fact

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè fact. Ïðè x = 0 èëè 1 äîëæíî áûòü âîçâðà-
ùåíî çíà÷åíèå 1, ïðè x > 1 äîëæåí áûòü ñîâåðøåí ðåêóðñèâíûé âûçîâ fact ñ àðãóìåíòîì
x− 1. Ïðîâåðêà èñòèííîñòè îäíîãî èç óñëîâèé x 6 1 èëè x > 1 âûïîëíÿåòñÿ â ïðàâîé âåò-
âè, ñîäåðæàùåé ôóíêöèþ ¾?¿. Ïàðàëëåëüíî, â ëåâîé âåòâè ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê p èç äâóõ
ýëåìåíòîâ: ¾1¿ è ¾çàäåðæàííûé ñïèñîê¿ (íà ðèñóíêå îí âûäåëåí ïóíêòèðîì), ñîäåðæàùèé
ïîäãðàô ñ ðåêóðñèâíûì âûçîâîì ôóíêöèè fact. Îïåðàòîðû çàäåðæàííîãî ñïèñêà âûïîë-
íÿþòñÿ òîëüêî ïîñëå ñíÿòèÿ çàäåðæêè, äàæå åñëè âñå àðãóìåíòû ãîòîâû. Âûáîð îäíîãî èç
ýëåìåíòîâ â ñïèñêå p îñóùåñòâëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç óñëîâèé x 6 1 èëè
x > 1 âåðíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ çàäåðæàííûé ñïèñîê, ñ íåãî ñíèìàåòñÿ çàäåðæêà
ôóíêöèåé ¾.¿, è ïðîèñõîäèò ðåêóðñèâíûé âûçîâ. Â ñëó÷àå x 6 1 èç ñïèñêà p âûáèðàåòñÿ
êîíñòàíòà ¾1¿, à âû÷èñëåíèå ôóíêöèé çàäåðæàííîãî ñïèñêà âîîáùå íå ïðîèñõîäèò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû íåîáõîäèìî äîêàçàòü èñòèííîñòü òðîé-
êè (3). Ïðåîáðàçóåì òðîéêó â ôîðìóëó, ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ¾ïðàâèëà ïðÿìîãî
ïðîñëåæèâàíèÿ¿ (1) íà îñíîâå àêñèîì äëÿ âñòðîåííûõ ôóíêöèé. Âûïîëíåíèå ôóíêöèè fact

íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî âõîäíîé àðãóìåíò x è êîíñòàíòà ¾1¿ ôîðìèðóþò ñïèñîê (x,1). Ê
ýòîìó ñïèñêó ïðèìåíÿþòñÿ ôóíêöèè ¾<=¿ è ¾>¿. Ýòî âñòðîåííûå ôóíêöèè, èõ àêñèîìû
îäèíàêîâûå è îòëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì îïåðàöèè. Äëÿ ôóíêöèè ¾<=¿ àêñèîìû èìåþò âèä:

(p1, p2 ∈ {int, f loat})∨
(p1, p2 ∈ char)∨(p1, p2 ∈ bool)

(p1,p2):<= → r1
(r1 ∈ bool)∧
(r1 = (p1 6 p2))

, (4)
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¬ ((p1, p2 ∈ {int, f loat})∨
(p1, p2 ∈ char)∨ (p1, p2 ∈ bool))

(p1,p2):<= → r1
(r1 ∈ error)∧
(r1 =BASEFUNCERROR)

. (5)

Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü òå àêñèîìû,
ó êîòîðûõ ïðåäóñëîâèå ìîæåò ñëåäîâàòü èç ïðåäóñëîâèÿ òðîéêè Õîàðà (3). Âñå îñòàëüíûå
àêñèîìû îòáðàñûâàþòñÿ. Ôîðìèðóåì äâå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ¾óñëîâèå íåâûâîäèìî-
ñòè¿ ïðåäóñëîâèÿ àêñèîì (4) è (5) èç ïðåäóñëîâèÿ òðîéêè (3), è ïðîâåðÿåì èõ èñòèííîñòü;
àêñèîìû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò èñòèííûå ôîðìóëû � îòáðàñûâàåì. Ïîñëå ñîãëàñîâàíèÿ
îáîçíà÷åíèé àðãóìåíòîâ àêñèîì (4) è (5) ñ ðàññìàòðèâàåìîé òðîéêîé (3) è ââåäåíèÿ èäåí-
òèôèêàòîðà b1 äëÿ ðåçóëüòàòà âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè ¾<=¿, ïîëó÷àåì ÷òî p1 := x, à p2 := 1,
òîãäà óñëîâèÿ íåâûâîäèìîñòè îïèøóòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

¬
((

(x ∈ int) ∧ (x > 0) ∧ (
x∏

i=1

i 6 INT_MAX)

)
→

→
(
(x, 1 ∈ {int, f loat}) ∨ (x, 1 ∈ char) ∨ (x, 1 ∈ bool)

)
)

è

¬
((

(x ∈ int) ∧ (x > 0) ∧ (

x∏

i=1

i 6 INT_MAX)

)
→

→ ¬
(
(x, 1 ∈ {int, float}) ∨ (x, 1 ∈ char) ∨ (x, 1 ∈ bool)

)
)
.

Ïåðâàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíîé, âòîðàÿ � òîæäåñòâåííî èñòèííîé, ïîýòî-
ìó âòîðàÿ àêñèîìà îòáðàñûâàåòñÿ, òàê êàê âûïîëíåíèå ïðîãðàììû íå ñìîæåò ïîéòè ïî
ýòîìó ïóòè.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ¾ïðàâèëà ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ¿ ê òðîéêå (3) íà îñíîâå
àêñèîìû (4), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òðîéêó Õîàðà:

(x ∈ int) ∧ (x > 0)∧(
x∏

i=1

i 6 INT_MAX)∧

(b1 ∈ bool) ∧ (b1 = (x 6 1))

fact1 → r
((r =

x∏

i=1

i) ∧ (x > 0))∨

((r = 1) ∧ (x = 0))

, (6)

ãäå fact1 ñîîòâåòñòâóåò êîä:

[( 1,

{ (x, (x,1):-:fact ):* }

):(b1,(x,1):>):?]:.

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì ¾ïðàâèëî ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ¿ íà îñíîâå àêñèîì
äëÿ ñëåäóþùèõ âñòðîåííûõ ôóíêöèé: ¾>¿, ¾?¿, ôóíêöèè âûáîðà ýëåìåíòà èç ñïèñêà è ¾.¿.
Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå òðîéêè:

(x ∈ int) ∧ (x > 0)∧(

x∏

i=1

i 6 INT_MAX)∧

((x 6 1) = true)∧((x > 1) = false) ∧ (r = 1)

((r =

x∏

i=1

i) ∧ (x > 0))∨

((r = 1) ∧ (x = 0))

, (7)

(x ∈ int) ∧ (x > 0)∧

(
x∏

i=1

i 6 INT_MAX)∧

((x 6 1) = false)∧
((x > 1) = true)

(x, (x,1):-:fact ):* → r
((r =

x∏

i=1

i) ∧ (x > 0))∨

((r = 1) ∧ (x = 0))

. (8)
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Òðîéêà (7) ÿâëÿåòñÿ òðîéêîé ñ ¾ïóñòîé¿ ïðîãðàììîé, ïîýòîìó å¼ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
â ôîðìóëó ïî ïðàâèëó (2):

(
(x ∈ int) ∧ (x > 0) ∧ (

x∏

i=1

i 6 INT_MAX) ∧ ((x 6 1) = true) ∧ ((x > 1) = false) ∧ (r = 1)

)
→

→
(

((r =

x∏

i=1

i) ∧ (x > 0)) ∨ ((r = 1) ∧ (x = 0))

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà èñòèííà, òàê êàê èç (x > 0) è ((x 6 1) = true), ñëåäóåò, ÷òî
x = 0 èëè x = 1, à r = 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òðîéêó (8). Ôóíêöèÿ ¾-¿ � áëèæàéøàÿ ê âõîäíîìó àðãóìåíòó, ïî-
ýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîé. Ïðè ïðèìåíåíèè ¾ïðàâèëà ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ¿ íà îñíîâå
àêñèîì ôóíêöèè ¾-¿ ê òðîéêå (8) ïîëó÷àåì òðîéêó:

(x ∈ int) ∧ (x > 0)∧(

x∏

i=1

i 6 INT_MAX)∧

((x 6 1) = false)∧((x > 1) = true)∧
(x1 ∈ int) ∧ (x1 = x− 1)

(x, x1:fact ):* → r
((r =

x∏

i=1

i) ∧ (x > 0))∨

((r = 1) ∧ (x = 0))

. (9)

Äàëåå äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ðåêóðñèâíûé âûçîâ ôóíêöèè fact. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàòü
¾ïðàâèëî ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ¿ íàïðÿìóþ íåëüçÿ, òàê êàê êîððåêòíîñòü ôóíêöèÿ fact

íå äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè ¾òåêóùèé àðãóìåíò¿ � ýòî âõîäíîé àðãó-

ìåíò ¾x¿, ¾àðãóìåíò ðåêóðñèâíîãî âûçîâà¿ � àðãóìåíò äëÿ ðåêóðñèâíîãî âûçîâà ôóíêöèè
¾(x,1):-¿ (îáîçíà÷åí x1); âåòâü a1 èíôîðìàöèîííîãî ãðàôà íå ñîäåðæèò ðåêóðñèþ, à âåòâü
a2 � ñîäåðæèò, òîãäà ¾óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ôóíêöèè¿ è ¾óñëîâèå ðåêóðñèâíîãî âûçîâà¿
îïðåäåëÿþò âûðàæåíèÿ äóã b1 := (x 6 1) è b2 := (x > 1) (îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3).

Â íà÷àëå, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ðåêóðñèâíîì âûçîâå ôóíêöèè fact åé ïåðåäà¼ò-
ñÿ êîððåêòíûé àðãóìåíò. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî èç ïðåäóñëîâèÿ òðîéêè (9) âûâîäèìî
ïðåäóñëîâèå ôóíêöèè fact (3), â êîòîðîì ¾òåêóùèé àðãóìåíò¿ x çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæåíèå,
îïèñûâàþùåå ¾àðãóìåíò ðåêóðñèâíîãî âûçîâà¿ x1, òîãäà ¾óñëîâèå íåâûâîäèìîñòè¿ ïðèìåò
âèä:

¬
((

(x ∈ int) ∧ (x > 1) ∧ (

x∏

i=1

i 6 INT_MAX) ∧ (x1 ∈ int) ∧ (x1 = x− 1)

)
→

→
(

(x1 ∈ int) ∧ (x1 > 0) ∧ (

x1∏

i=1

i 6 INT_MAX)

))
.

Èñõîäÿ èç òîãî ÷òî (x > 1), à (x1 = x − 1), òî (x1 > 0). Åñëè (
x∏

i=1
i 6 INT_MAX), òî

(
x1∏
i=1

i =
(x−1)∏
i=1

i < INT_MAX). Çíà÷èò ôîðìóëà òîæäåñòâåííî ëîæíà, è ¾àðãóìåíò ðåêóðñèâíîãî

âûçîâà¿ âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò ïðåäóñëîâèþ ôóíêöèè fact. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîãðàììà
ñðàçó áû ñ÷èòàëàñü íåêîððåêòíîé.

Çàäàäèì îãðàíè÷èâàþùóþ ôóíêöèþ äëÿ fact:

f(x) =





1, x = 0;

x, x > 0.
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Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ôóíêöèè fact èíäóêöèåé ïî çíà÷åíèþ îãðàíè÷èâàþùåé ôóíê-
öèè.

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè àðãóìåíò x óäîâëåòâîðÿåò ïðåäóñëîâèþ (3)

(x ∈ int)∧ (x > 0)∧
x∏

i=1
i 6 INT_MAX è ¾óñëîâèþ çàâåðøåíèÿ ïðîãðàììû¿ x 6 1, òî x = 0 èëè

x = 1. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé f(x) = f(0) = f(1) = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé
àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ fact çàâåðøàåòñÿ áåç ðåêóðñèâíîãî âûçîâà, à ðåçóëüòàò â âûïîëíåíèÿ
ôóíêöèè ðàâåí åäèíèöå (r = 1) è óäîâëåòâîðÿåò ïîñòóñëîâèþ (3). Ôîðìàëüíàÿ ïðîâåðêà
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè òðîéêè Õîàðà (7),
÷òî áûëî ñäåëàíî ðàíåå.

Øàã èíäóêöèè. Âîçüì¼ì àðãóìåíò x, óäîâëåòâîðÿþùèé (3), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíå-
íî ¾óñëîâèå ðåêóðñèâíîãî âûçîâà¿ x > 0 è çíà÷åíèå îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè ðàâíî N :
f(x) = N . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ êîððåêòíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, äëÿ êîòî-
ðûõ çíà÷åíèå îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè ìåíüøå N . Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå îãðàíè÷èâàþ-
ùåé ôóíêöèè ¾àðãóìåíòà ðåêóðñèâíîãî âûçîâà¿ âñåãäà ìåíüøå N :

f(x1) = f(x− 1) = f(N − 1) = N − 1 < N.

Òîãäà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ áóäåò âåðíà òðîéêà Õîàðà äëÿ ôóíêöèÿ fact,
ïðèìåí¼ííàÿ ê ¾àðãóìåíòó ðåêóðñèâíîãî âûçîâà¿:

(x1 = x− 1) ∧ (x1 ∈ int)∧

(x1 > 0) ∧ (

x1∏

i=1

i 6 INT_MAX ) x1:fact → x2
((x2 =

x1∏

i=1

i) ∧ (x1 > 0))∨

((x2 = 1) ∧ (x1 = 0))

. (10)

Ïîëó÷åííóþ òðîéêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå òåîðåìû è äîêàçûâàòü êîððåêò-
íîñòü ïðîãðàììû fact ñ ïîìîùüþ ¾ïðàâèëà ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ¿, ñ÷èòàÿ ôóíêöèþ
íåðåêóðñèâíîé.

Òîãäà ïðè ïðèìåíåíèè ¾ïðàâèëà ïðÿìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ¿ íà îñíîâå òåîðåìû (10) ê
òðîéêå (9) ïîëó÷àåì:

(x ∈ int) ∧ (x > 0)∧ (
x∏

i=1

i 6 INT_MAX)∧

((x 6 1) = false)∧ ((x > 1) = true)∧
(x1 ∈ int) ∧ (x1 = x− 1)

(x, x2 ):* → r
((r =

x∏

i=1

i) ∧ (x > 0))∨

((r = 1) ∧ (x = 0))

. (11)

Â êîäå òðîéêè (11) îñòàëàñü òîëüêî ôóíêöèÿ óìíîæåíèÿ ¾*¿. Ïðèìåíÿÿ ¾ïðàâèëî ïðÿ-
ìîãî ïðîñëåæèâàíèÿ¿ íà îñíîâå àêñèîì äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì òðîéêó ñ ¾ïóñòîé¿
ïðîãðàììîé:

(x ∈ int) ∧ (x > 1)∧ (
x∏

i=1

i 6 INT_MAX)∧

(x2 =
(x−1)∏
i=1

i)∧(x, x2 ∈ int) ∧ (x ∗ x2 ∈ int) ∧ (r = x ∗ x2)

((r =
x∏

i=1

i) ∧ (x > 0))∨
((r = 1) ∧ (x = 0))

.

Äàëåå ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ òðîéêè â ôîðìóëó (2), è ïîñëå óïðîùåíèÿ
ïîëó÷àåì:


(x, x2 ∈ int) ∧ (x > 1) ∧ (

x∏

i=1

i 6 INT_MAX) ∧ (x2 =

(x−1)∏

i=1

i) ∧ (r = x ∗ x2)


→

→
(

((r =

x∏

i=1

i) ∧ (x > 0)) ∨ ((r = 1) ∧ (x = 0))

)
.
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Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà èñòèííà, à çíà÷èò èñòèííà èñõîäíàÿ òðîéêà Õîàðà (3), èç èñòèí-
íîñòè êîòîðîé ñëåäóåò êîððåêòíîñòü ïðîãðàììû.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîñòü ôóíêöèè fact äîêàçàíà.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèÿ ÔÏÏ ïðîãðàìì, âûñòðà-
èâàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëÿ ÿçûêà Ïèôàãîð, à òàêæå ïîêàçàíî èñïîëüçîâàíèå ýòîé
òåîðèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ðåêóðñèâíûõ ïðîãðàìì. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ÿçûê
ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïèôàãîð íå îãðàíè÷èâàåò ïàðàëëåëèçì ðàçðàáàòûâàåìûõ íà í¼ì ïðî-
ãðàìì, îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ îáîáù¼ííîé ñïåöèôèêàöèè
ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì, îáåñïå÷èâàÿ èõ áîëåå ïðîñòóþ ôîðìàëüíóþ âåðèôèêàöèþ, òåñòè-
ðîâàíèå è îòëàäêó, à çàòåì � ôîðìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (àâòîìàòè÷åñêîå èëè ðó÷íîå)
ïðîãðàììû â ïðåäñòàâëåíèå, ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ âûïîëíåíèÿ íà êîíêðåòíîé (öåëåâîé)
àðõèòåêòóðå. Â äàëüíåéøåì, ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïîëîæåí â îñíîâó ñðåäû
èíñòðóìåíòàëüíîé ïîääåðæêè äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè, òàê êàê ïîäâåðãàåòñÿ àâòîìà-
òèçàöèè íà ìíîãèõ ýòàïàõ.
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