
Ïàêåò ïàðàëëåëüíûõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

Helmholtz3D

∗

Ä.Ñ. Áóòþãèí

1

Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ
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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ïàêåò ïàðàëëåëüíûõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Helmholtz3D,

êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû òðåõìåðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñ

ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â òðåõìåðíûõ

îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé. Äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå àï-

ïðîêñèìàöèé ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ êîìïëåêñíû-

ìè ïëîõîîáóñëîâëåííûìè íåýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå

èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà ñîâìåñòíî ñ

îðèãèíàëüíûìè ïàðàëëåëüíûìè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿìè. Àïðîáàöèÿ ïàêåòà ïðî-

âåäåíà íà ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàñ÷åòà ýëåêòðîìàãíèòíûõ

ïîëåé äëÿ âîëíîâûõ óñòðîéñòâ è çàäà÷ ýëåêòðîìàãíèòíîãî êàðîòàæà.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ðÿä êîììåð÷åñêèõ è îòêðûòûõ ïàêåòîâ, ïîçâîëÿþùèõ

ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ãàðìîíè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Ê íèì îòíîñÿòñÿ êàê ïàêåòû,

îðèåíòèðîâàííûå íà ðåøåíèå èìåííî çàäà÷ ýëåêòðîìàãíåòèçìà, íàïðèìåð ANSYS HFSS

è CST Mirowave Studio, òàê è ïàêåòû îáùåãî íàçíà÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êðàå-

âûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (Partial Di�erential

Equations, PDE), ê êîòîðûì ìîæíî îòíåñòè, íàïðèìåð, ïàêåò FEniCS. Îäíàêî èñïîëüçî-

âàíèå òàêèõ ïàêåòîâ ìîæåò áûòü ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè ñëîæíîñòÿìè. Âî-ïåðâûõ,

îòñóòñòâèå ïîäõîäÿùåãî âû÷èñëèòåëüíîãî èíñòðóìåíòàðèÿ â ïðîäóêòå ìîæåò ïðèâåñòè ê

íåâîçìîæíîñòè àäåêâàòíî îïèñàòü ìîäåëü è âû÷èñëèòü ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè. Âî-âòîðûõ, çàêðûòûé õàðàêòåð êîììåð÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ ìîæåò çà-

òðóäíèòü èíòåãðàöèþ ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè ó ïîëüçîâàòåëåé ïðîãðàììíûìè êîìïëåêñàìè.

Â òðåòüèõ, äàëåêî íå âñåãäà èìååòñÿ ïîääåðæêà âû÷èñëåíèé íà óäàëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

ñèñòåìàõ, èìåþùèõñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èíñòèòóòîâ è êîììåð÷åñêèõ êîìïàíèé. È íàêîíåö,

íå ñòîèò ñáðàñûâàòü ñî ñ÷åòîâ âûñîêóþ ñòîèìîñòü ëèöåíçèè, êîòîðàÿ ìîæåò äîñòèãàòü äå-

ñÿòêîâ òûñÿ÷ äîëëàðîâ â ãîä. Â îòêðûòûõ æå ïàêåòàõ, çà÷àñòóþ, ðåàëèçîâàíû íå ñëèøêîì

ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû, à èìåþùàÿñÿ ïî íèì äîêóìåíòàöèÿ îãðàíè÷åíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì,

àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ïàêåòîâ, îñíîâàííûõ íà ñàìûõ ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèÿõ

â îáëàñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé è ïîääåðæèâàþ-

ùèõ ðàñ÷åòû íà ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ ñ òûñÿ÷àìè è

äåñÿòêàìè òûñÿ÷ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïàêåò ïàðàëëåëüíûõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàì Helmholtz3D. Äàííûé

ïàêåò ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû òðåõìåðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñ ãàðìîíè÷åñêîé

çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé ãåî-

ìåòðèåé. Öåëü ðàçðàáîòêè ïàêåòà � ñîçäàíèå ñðåäñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷ òðåõìåðíîãî ýëåê-

òðîìàãíåòèçìà, îñíîâàííîãî íà ñàìûõ ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèÿ â ýòîé îáëàñòè. Êëþ÷åâû-

ìè îñîáåííîñòÿìè äàííîãî ïðîåêòà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå. �åøàåòñÿ êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå

óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà (2), ïîëó÷åííîå íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà áåç èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû ïðè ðàñ-

÷åòå øèðîêîãî ñïåêòðà ìîäåëåé ïðè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ, â ÷àñòíîñòè, ðàñ-

ñ÷èòûâàòü ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â øèðîêîì ñïåêòðå ÷àñòîò. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ

âàðèàöèîííûõ �îðìóëèðîâîê çàäà÷è ïîçâîëÿåò âûáèðàòü îïòèìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðî-
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âåäåíèÿ âû÷èñëåíèé â çàâèñèìîñòè îò �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è äàåò âîçìîæíîñòü

ïîëó÷èòü �èçè÷åñêè êîððåêòíóþ êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Ïðè-

ìåíåíèå ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé è òåõíèê îïòèìèçàöèè âûðàæåíèé è àâòîãåíåðàöèè êîäà

äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ (ÌÊÝ) àïïðîêñèìàöèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (âïëîòü äî

O(h4)) óïðîùàåò ñîïðîâîæäåíèå êîäà è ñóùåñòâåííî ñíèæàåò âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îøè-

áîê â ñëîæíûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö ÑËÀÓ.

Äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèé ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ êîìïëåêñíûìè ïëîõîîáóñëîâëåííûìè íåýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè

èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðû-

ëîâà ñîâìåñòíî ñ îðèãèíàëüíûìè ïàðàëëåëüíûìè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿìè. Ïðåäîáóñëàâëè-

âàòåëè èñïîëüçóþò ìåòîäû àääèòèâíîãî Øâàðöà è ýêîíîìè÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé äåêîìïî-

çèöèè îáëàñòè, à òàêæå àëãåáðàè÷åñêèå ìóëüòèñåòî÷íûå ìåòîäû íà îñíîâå èåðàðõè÷åñêèõ

áàçèñîâ, â òîì ÷èñëå ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè. Ïðèìåíåíèå òàêèõ

àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ âûñîêîãî óðîâíÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðåøàòåëåé íà ñèñòå-

ìàõ ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ è õîðîøåé ìàñøòàáèðóåìîñòè íà ñîòíÿõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ óçëîâ. Àëãîðèòìû ïàêåòà áûëè àïðîáèðîâàíû íà ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ è ïðàêòè-

÷åñêèõ çàäà÷ ðàñ÷åòà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé äëÿ âîëíîâûõ óñòðîéñòâ è çàäà÷ ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî êàðîòàæà, ïðîäåìîíñòðèðîâàâ âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü, â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå

ïîëó÷àåìûõ ÑËÀÓ ñ ñîòíÿìè ìèëëèîíîâ íåèçâåñòíûõ ìîæåò çàíèìàòü îêîëî 10-15 ìèíóò.

Âûñîêàÿ òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðåøåíèé áûëà ïîêàçàíà ïóòåì ñðàâíå-

íèÿ ñ èìåþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ëèáî ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ äðóãèõ ãðóïï

(â òîì ÷èñëå è ïîëó÷åííûõ äðóãèìè ìåòîäàìè).

Ñòðóêòóðà äàííîé ðàáîòû ñëåäóþùàÿ. Â ïåðâîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ìàòåìà-

òè÷åñêîé ïîñòàíîâêè ðåøàåìûõ ïàêåòîì Helmholtz3D çàäà÷. Â Ï. 3 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå

àðõèòåêòóðû ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Ï. 4 ñîäåðæèò îïèñàíèå îñîáåííîñòåé èñïîëüçóåìûõ

òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â Ï. 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëàãàåìîãî ïàêåòà. Íàêîíåö, â çàêëþ÷åíèè îáñóæäà-

þòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé èìåþò âèä ℜ( ~Eae
−iωt),

ℜ( ~Hae
−iωt), ãäå t � âðåìÿ, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, i � ìíèìàÿ åäèíèöà, ℜ(x) � äåéñòâèòåëü-

íàÿ ÷àñòü x, à ~Ea è

~Ha � çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò êîìïëåêñíûå

àìïëèòóäû. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùàÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ ñ

ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè, ïðè îòñóòñòâèè ñòîðîííèõ ýëåêòðè÷åñêèõ îáúåì-

íûõ çàðÿäîâ è ìàãíèòíîé ïðîâîäèìîñòè, çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇ × ~Ea = iωµ ~Ha, ∇ · (ε̇r ~Ea) = 0,

∇ × ~Ha = −iωε̇ ~Ea + ~J, ∇ · (µr
~Ha) = 0.

(1)

Çäåñü

~J � àìïëèòóäà âíåøíèõ ãàðìîíè÷åñêèõ òîêîâ, ε̇ = ε0εr + iσe/ω, ε̇r = ε̇/ε0, µ = µ0µr,

ε0 è µ0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè âàêóóìà, εr è µr � îòíîñèòåëüíàÿ

äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, à σe � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñðåä íå çàâèñÿò îò ïîëåé

~Ea è
~Ha. Òîãäà ëè-

íåéíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âåêòîðà

~Ha ñâîäèòñÿ

ê óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà

∇ ×
(
µ−1

r ∇ × ~Ea

)
− k2

0 ε̇r ~Ea = ik0Z0
~J, (2)

ãäå k0 = ω
√
µ0ε0 = ω/c > 0, c � ñêîðîñòü ñâåòà, Z0 =

√
µ0/ε0 = µ0c.
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�åøåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëà-

ñòè Ω ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω = Γ
⋃

Σ, íà êàæäîé èç ÷àñòåé êîòîðîé ïîñòàâëåíî îäíî

èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

~n× ~Ea

∣∣∣
Γ

= ~n× ~E0, ~n× ~Ha

∣∣∣
Σ

= ~n× ~H0, (3)

ãäå ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå, à

~E0,
~H0 � çàäàííûå �óíêöèè êîîðäèíàò.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü Ω ñîñòîèò èç m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé

Ω̄ =

m⋃

k=1

Ω̄k, â êàæäîé èç êîòîðûõ �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñðåä εr, µr è σe ÿâëÿþòñÿ äîñòà-

òî÷íî ãëàäêèìè. Ïîëàãàåì, ÷òî âíóòðåííèå ãðàíèöû èõ ðàçäåëà Γk,k′ = Ω̄k
⋂

Ω̄k′
ÿâëÿþòñÿ

ëèïøèöåâûìè è, ñîîòâåòñòâåííî, íà íèõ ïî÷òè âñþäó îïðåäåëåíà íîðìàëü nk,k′
, íàïðàâëåí-

íàÿ èç Ωk â Ωk′
. Âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

~nk,k′ · (ε̇k ~Ea,k − ε̇k′ ~Ea,k′) = 0, ~nk,k′ × ( ~Ea,k − ~Ea,k′) = ~0,

~nk,k′ · (µk
~Ha,k − µk′ ~Ha,k′) = 0, ~nk,k′ × ( ~Ha,k − ~Ha,k′) = ~0.

(4)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî k2
0 íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñâåëëîâñêèì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì (ω íå ÿâëÿåòñÿ

ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé), ò.å. êðàåâàÿ çàäà÷à (2)�(4) ïðè

~E0 = 0, ~H0 = 0 è ~J = 0 èìååò òîëüêî
íóëåâîå ðåøåíèå.

Ââîäÿòñÿ ñòàíäàðòíûå ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà:

H1 =
{
ϕ ∈ L2(Ω) : ∇ϕ ∈

[
L2(Ω)

]3
}
, Hrot =

{
~ψ ∈

[
L2(Ω)

]3
: ∇ × ~ψ ∈

[
L2(Ω)

]3
}
,

Hrot
0 =

{
~ψ ∈ Hrot : ~n× ~ψ|Γ = 0

}
.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò

~EΓ ∈ Hrot
òàêàÿ, ÷òî ~n× ~EΓ|Γ = ~n× ~E0. Ââåäåì áèëèíåé-

íûå �îðìû s,m : Hrot ×Hrot → C:

s(~u,~v) =

∫

Ω
µ−1

r (∇ × ~u) · (∇ × ~v) dΩ, m(~u,~v) =

∫

Ω
ε̇r (~u · ~v) dΩ,

è ëèíåéíûé �óíêöèîíàë L : Hrot → C

L(~v) = k2
0m( ~EΓ, ~v) − s( ~EΓ, ~v) − ik0Z0

∫

Ω

~J · ~vdΩ − ik0Z0

∫

Σ

~H0 · (~n× ~v) dΩ.

Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà óðàâíåíèÿ (2) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3) â �îðìå �àëåðêè-

íà èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. [1,2℄): íàéòè òàêîå

~E ∈ Hrot
0 , ÷òî äëÿ âñåõ

~ψ ∈ Hrot
0 âûïîëíåíî

s( ~E, ~ψ) − k2
0m( ~E, ~ψ) = L(~ψ), (5)

ïðè ýòîì èñõîäíîå ðåøåíèå

~Ea âîññòàíàâëèâàåòñÿ êàê

~Ea = ~E + ~EΓ.

�àññìîòðèì òåïåðü äèñêðåòíûé àíàëîã âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Äëÿ ïðîñòîû ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì òîëüêî òåòðàýäðàëüíûå íåñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè. Ïóñòü ïîñòðîåíî ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ òåòðàýäðàëüíûå ýëåìåíòû

Ω =
⋃

ΩT . Â êàæäîì èç òåòðàýäðîâ ââîäÿòñÿ áàçèñíûå �óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå åãî ñòå-

ïåíÿì ñâîáîäû. Ïóñòü Wl � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî áàçèñíûõ �óíêöèé ïîðÿäêà íå

âûøå l, êîí�îðìíîå Hrot
. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èåðàðõè÷åñêèå áàçèñíûå �óíêöèè,

ïðåäëîæåííûå â [3℄:

Wl = W̃1 ⊕ W̃2 ⊕ . . .⊕ W̃l,

W̃1 = Ã1, W̃i = Ãi ⊕ ∇Ṽi,
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ãäå W̃i � èíêðåìåíòàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè �óíêöèÿìè ïîðÿäêà i, ïðè ýòîì

Ṽi � èíêðåìåíòàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûìè áàçèñíûìè �óíêöèÿìè, êîí�îðì-

íûìè H1
, à Ãi � èíêðåìåíòàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ ðîòîðíûìè áàçèñíûìè �óíêöèÿìè.

Ïîäïðîñòðàíñòâà Vl,0 è Wl,0 ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

~Eh
áóäåì èñêàòü â âèäå

~Eh =
∑

i

ui
~ψ0

i .

Êîíå÷íî-ýëåìåíòàÿ �óíêöèÿ

~Eh
Γ ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

ïî áàçèñíûì �óíêöèÿì ñ íåíóëåâûì ñëåäîì íà Γ ïðèíèìàþò �èêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó êðàåâîìó óñëîâèþ â (3), à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ.

Ââîäÿòñÿ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëèíåéíûõ �îðì è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè:

Mi,j = m(~ψ0
j ,
~ψ0

i ), Si,j = s(~ψ0
j ,
~ψ0

i ), fi = L(~ψ0
i ), (6)

ãäå áàçèñíûå �óíêöèè

~ψ0
i ,
~ψ0

j ∈ Wl,0. Òîãäà èòîãîâàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

[
S − k2

0M
]
u = f. (7)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ ïîýëåìåíòíîé òåõíîëîãèåé ñáîðêè [4℄, çàìåíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω
ñóììîé èíòåãðàëîâ ïî êàæäîìó èç òåòðàýäðîâ è âû÷èñëåíèåì â êàæäîì èç òåòðàýäðîâ ëî-

êàëüíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ.

3. Ìåòîäîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ ïàêåòà ïàðàëëåëüíûõ ïðèêëàäíûõ

ïðîãðàìì Helmholtz3D

Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà

ñëåäóþùèå �óíêöèîíàëüíûå ýòàïû:

• ãåîìåòðè÷åñêîå è �óíêöèîíàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè;

• ãåíåðàöèÿ ñåòêè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè;

• ïîñòðîåíèå ÌÊÝ àïïðîêñèìàöèè è ãåíåðàöèÿ ÑËÀÓ;

• ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ;

• ïîñòîáðàáîòêà ðåøåíèÿ è åãî âèçóàëèçàöèÿ.

Ïàêåò Helmholtz3D îðèåíòèðîâàí íà ðåøåíèå 2-5 ïóíêòîâ. �åîìåòðè÷åñêîå è �óíêöèî-

íàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû ñðåäñòâàìè CAD-ñèñòåì. Äëÿ ýòîãî ïà-

êåò ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü èìïîðòà ñåòîê èç ñòîðîííèõ ïàêåòîâ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ

ïîäõîäÿùèõ êîíâåðòåðîâ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ �óíêöèîíàëüíûì íàçíà÷åíèåì ïàêåòà áûëà ðàçðàáîòàíà åãî àðõèòåê-

òóðà. Ñõåìàòè÷íî îíà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

Â êà÷åñòâå ÿçûêà ðåàëèçàöèè áûë âûáðàí C++. Èñïîëüçîâàíèå øàáëîíîâ (templates) â

ñî÷åòàíèè ñ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûì ïîäõîäîì ïîçâîëÿåò ïèñàòü ìàêñèìàëüíî îáîáùåí-

íûå êîäû, íå òåðÿþùèå ñêîðîñòü ðàáîòû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííûõ êîìïèëÿòîðîâ.

Â êà÷åñòâå êîìïèëÿòîðà èñïîëüçîâàëñÿ GCC 4.4.1. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàçðàáîòêè àïïðîêñè-

ìàòîðà è àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé èñïîëüçîâàëàñü C++ áèáëèîòåêà ëèíåéíîé àëãåáðû

Eigen âåðñèè 3.0.1 [5℄. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ äîñòîèíñòâ áèáëèîòåêè ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäó-

þùèå: óíèâåðñàëüíîñòü, âûñîêàÿ ñêîðîñòü ðàáîòû çà ñ÷åò ÿâíîé âåêòîðèçàöèè è îïòèìèçà-

öèè âûðàæåíèé, ïðîñòîòà è âûðàçèòåëüíîñòü ïîëüçîâàòåëüñêîãî ïðîãðàììíîãî èíòåð�åéñà

(API), à òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîä ëèöåíçèåé MPL. Ïîìèìî Eigen, èñïîëüçîâàëàñü âûñî-

êîïðîèçâîäèòåëüíàÿ áèáëèîòåêà Intel

R© Math Kernel Library (Intel

R© MKL, [6℄). Èç äàííîé

áèáëèîòåêè èñïîëüçîâàëñÿ ïðÿìîé ðåøàòåëü PARDISO äëÿ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ.
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�èñ. 1. Àðõèòåêòóðà ïàêåòà Helmholtz3D

3.1. �åíåðàöèÿ ñåòîê

Çàäà÷à ãåíåðàöèè ñåòîê ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé, òàê êàê ñàìà ñåòêà îêàçûâàåò áîëü-

øîå âëèÿíèå íà òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Òàêèå ñåòêè äîëæíû èìåòü àäàïòèâíûå

ñãóùåíèÿ êàê âáëèçè ìåëêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, òàê è âáëèçè

îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ, âûçâàííûìè íàëè÷èåì âûñîêî-êîíòðàñòíûõ ñðåä. Äàííîé ïðîáëåìå

ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ, îäíàêî ýòà ïðî-

áëåìà âûõîäèò çà ðàìêè òåêóùåé ðàáîòû. Ïîýòîìó â ïàêåòå Helmholtz3D áûë ðàçðàáîòàí

ïðîñòåéøèé ãåíåðàòîð ñåòîê, èìåþùèé âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííûõ

ñåòîê â îáëàñòÿõ, ñîñòàâëåííûõ èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëüçîâàòå-

ëè èìåëè âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êà÷åñòâåííûõ àäàïòèâíûõ ñåòîê, áûë ðåàëèçîâàí èõ

èìïîðò èç �îðìàòà ïàêåòà NETGEN [7℄.

3.2. Äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëèòü

äàííûå ìåæäó óçëàìè ñèñòåìû, ïî âîçìîæíîñòè ìèíèìèçèðóÿ îáúåì êîììóíèêàöèîííûõ

äàííûõ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî àëãîðèòìû, ãåíåðèðóþùèå ðàçáèå-

íèÿ âûñîêîãî êà÷åñòâà, ñàìè òðåáóþò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ïîýòîìó, êàê

ïðàâèëî, ïðèõîäèòñÿ èäòè íà êîìïðîìèññ è âûáèðàòü àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü

äîñòàòî÷íî õîðîøåå ðàçáèåíèå çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê äåêîìïîçèöèè îáëàñòè (ñì. ïî-

äðîáíåå [8℄), çàêëþ÷àþùèéñÿ â äåêîìïîçèöèè ñåòêè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðè ïîìîùè ïîñòðî-

åíèÿ óïðîùåííîãî BSP-äåðåâà [9℄. Óïðîùåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñåêóùèå ïëîñêîñòè ïðåä-

ëàãàåòñÿ ïðîâîäèòü îðòîãîíàëüíî îñÿì êîîðäèíàò. Àëãîðèòì ðåêóðñèâíî ðàçäåëÿåò èìåþ-

ùååñÿ ìíîæåñòâî òåòðàýäðîâ íà äâå ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûå ÷àñòè, ìèíèìèçèðóÿ ïðè ýòîì

êîëè÷åñòâî òåòðàýäðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáîèì ïîäîáëàñòÿì. Ïðè ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè

è èñïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûõ ñåòîê ìîæíî äîáèòüñÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíî-

ñòè ìåòîäà O(NT logNT ), ãäå NT � êîëè÷åñòâî òåòðàýäðîâ ñåòêè.

3.3. Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèé âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷

Äèñêðåòèçàöèÿ âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðèâîäèò ê çàäà÷å (6)�(7). Êàê óæå

áûëî îòìå÷åíî, ïîñòðîåíèå ÑËÀÓ òàêîãî âèäà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íà îñíîâå ïîýëåìåíò-

íîé òåõíîëîãèè ñ âû÷èñëåíèåì ëîêàëüíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ. Äîïîëíèòåëüíûé ïëþñ òà-

êîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷àñòè ðàñïðåäåëåííîé ÑËÀÓ ìîãóò ãåíåðèðîâàòüñÿ

íåïîñðåäñòâåííî íà òåõ óçëàõ ñèñòåìû, íà êîòîðûõ îíè â äàëüíåéøåì áóäóò íóæíû. Ýòî
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ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò íåîáõîäèìîñòè õðàíèòü ãëîáàëüíóþ ÑËÀÓ íà êàêîì-ëèáî èç óçëîâ,

÷òî ñíèìàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåð ðåøàåìûõ ñèñòåì.

Áàçèñíûå �óíêöèè ïðîñòðàíñòâ Wl ìîãóò áûòü âûïèñàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ �óíêöèé ξi(~r) êîîðäèíàò, ðàâíûõ åäèíèöå â îäíîé èç âåðøèí ñåòêå è íóëþ � â

îñòàëüíûõ [3℄. Äàëåå, íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî �óíêöèè

~ψ0
i è ∇ × ~ψ0

i ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû

ê ñëåäóþùåìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

∑

j

cjξ
pj,1
1 ξ

pj,2
2 ξ

pj,3
3 ξ

pj,4
4

~Fj(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4), (8)

ãäå cj � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ξ1, . . . , ξ4 � ÷åòûðå íå ðàâíûõ íóëþ �óíêöèé ξi â äàííîì

òåòðàýäðå, pj,k � öåëî÷èñëåííûå ñòåïåíè,

~Fj(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) � êîíñòàíòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ,

íå çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò. Òîãäà èíòåãðàëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèö S è

M â êàæäîì èç òåòðàýäðîâ ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

∑

j

∑

k

cjck

(
~Fj(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) · ~Fk(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)

) ∫

ΩT

ξp1

i1
ξp2

i2
. . . ξ

pj+k

ij+k
dΩ, (9)

Òàêèå èíòåãðàëû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè [1℄. Äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïðî-

öåññà ãåíåðàöèè ëîêàëüíûõ ìàòðèö ïî �îðìóëå (9) áûë ðåàëèçîâàí ìîäóëü, ïî çàäàííîìó

îïèñàíèþ áàçèñíûõ �óíêöèé ãåíåðèðóþùèé âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàò-

ðèö è ïðîâîäÿùèé ñèìâîëüíûå îïòèìèçàöèè ïîëó÷àåìûõ âûðàæåíèé. Ñõåìà ïðîãðàììû

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2.

EBNF
parser

Canonic
transformation

Optimizer

Code
generator

�èñ. 2. Ñõåìà ðàáîòû ãåíåðàòîðà âûðàæåíèé

Ïðàâèëà îïèñàíèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé çàäàþò íåêîòîðóþ �îðìàëüíóþ ãðàììàòèêó è

ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ðàñøèðåííîé �îðìå Áýêóñà�Íàóðà (�ÁÍÔ, èëè EBNF). Íàáîð áà-

çèñíûõ �óíêöèé ÷èòàåòñÿ ïàðñåðîì �ÁÍÔ (EBNF parser) è ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðîìåæóòî÷-

íûé âèä, ñîîòâåòñòâóþùèé äåðåâó ðàçáîðà âûðàæåíèé. Ïîñêîëüêó íå ëþáîå âûðàæåíèå,

çàïèñàííîå â ïðåäëîæåííîé ãðàììàòèêå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, òî â ïàðñåð äîïîëíèòåëüíî

âñòðîåí âàëèäàòîð, êîòîðûé ïðîâåðÿåò âûðàæåíèå íà ñîâìåñòèìîñòü.

Ïðîâîäèâøèåñÿ ñèìâîëüíûå îïòèìèçàöèè ñîñòîÿëè â ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ è

èñêëþ÷åíèè ñëàãàåìûõ â (9) ñ íóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, ðåøàâøàÿñÿ

â ðàìêàõ ïðîöåäóðû ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ � èäåíòè�èêàöèÿ îäèíàêîâûõ (ñ

òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé) âåêòîðíûõ ÷àñòåé â òåðìàõ (9). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé

ïðîáëåìû áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó ïðèâåäåíèÿ âåêòîðíîãî

âûðàæåíèÿ ê âèäó, ìèíèìàëüíîìó â çàäàííîì ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå.

3.4. �àñïðåäåëåííûå èòåðàöèîííûå ðåøàòåëè

Ïîñëå äåêîìïîçèöèè çàäà÷è íà ïîäîáëàñòè è ïîñòðîåíèÿ áëîêîâ ìàòðèöû íà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ óçëàõ êëàñòåðà, ìû èìååì ðàñïðåäåëåííóþ ðàñøèðåííóþ ÑËÀÓ

Āū = f̄ .
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Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ÑËÀÓ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû Øâàðöà. Îäíà èòåðàöèÿ àääèòèâ-

íîãî ìåòîäà Øâàðöà â ìàòðè÷íîì âèäå ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê (ñì. [10℄)

ui+1 = ui +
∑

p

RT
p A

−1
p Rp(f̄ − Āui),

ãäå Rp � îïåðàòîð ñóæåíèÿ íà ïîäîáëàñòü Ωp, p = 1, . . . , P ; çäåñü è äàëåå ïîä÷åðêèâàíèå

äëÿ ui ìû îïóñêàåì. Ìàòðèöó Ap äëÿ ïîäîáëàñòè p ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Ap = RpAR
T
p .

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà ìåòîä Øâàðöà ìîæåò íå ñõî-

äèòüñÿ. Îäíàêî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Øâàðöà åñòü íè ÷òî èíîå,

êàê ðåøåíèå ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû

B−1Āū = B−1f̄ , B−1 =
∑

p

RT
pA

−1
p Rp. (10)

Òàêóþ ïðåäîáóñëîâëåííóþ ñèñòåìó ìîæíî ðåøàòü èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè â ïîäïðî-

ñòðàíñòâàõ Êðûëîâà. Îäíàêî ìåòîä Øâàðöà èìååò íåäîñòàòîê, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî

êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, ðàñòåò ñ óâåëè÷å-

íèåì ÷èñëà ïîäîáëàñòåé [10℄. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ìåòîäîì êîððåêöèè íà ãðóáîé ñåòêå [11℄ (Coarse Grid Corretion, CGC).

Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïåðàòîðû ãðóáîñåòî÷íîãî ñóæåíèÿ Rc, îïðåäåëåííûé êàê îïåðàòîð

ñóæåíèÿ íà áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà W1, à òàêæå îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Pc = RT
c . Òîãäà

èòåðàöèÿ ìåòîäà àääèòèâíîãî Øâàðöà ñ ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèåé çàïèñûâàåòñÿ êàê

ui+1/2 = ui + PcA
−1
1 Rc(f̄ − Āui),

ui+1 = ui+1/2 +
∑

pR
T
p A

−1
p Rp(f̄ − Āui+1/2),

ãäå Ā1 = RcĀPc � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè áàçèñíûõ �óíêöèé ïîðÿäêà 1.

Ìû áóäåì ðåøàòü ïðåäîáóñëîâëåííóþ ñèñòåìó âèäà (10), ãäå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü B−1

ïðè íàëè÷èè ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè èìååò âèä

B−1 =
∑

p

RT
p A

−1
p Rp

[
I − ĀPcĀ

−1
1 Rc

]
+ PcĀ

−1
1 Rc. (11)

Ïîñêîëüêó ìåòîä êîððåêöèè íà ãðóáîé ñåòêå íå î÷åíü ÷óâñòâèòåëåí ê òî÷íîñòè àïïðîê-

ñèìàöèè A−1
1 [12℄, äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì âèäà Ā1v = q ìîæíî èñïîëüçîâàòü

èòåðàöèîííûå ìåòîäû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñëåäîâ, ñì. íàïðèìåð [13℄. Îäíàêî ïðèáëèæåííîå

îáðàùåíèå ìàòðèöû Ā1 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü B−1
ñòàíîâèòñÿ ïåðå-

ìåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå õîðîøèì âûáîðîì äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ òàêèì ïðå-

äîáóñëàâëèâàòåëåì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä Flexible GMRES [10℄, äîïóñêàþùèé èñïîëüçîâàíèå

ïåðåìåííûõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ Apx = b ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàêîé-íèáóäü ïðÿ-

ìîé ðåøàòåëü äëÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì, íàïðèìåð ðåøàòåëü PARDISO èç áèáëèîòåêè Intel

MKL [6℄. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âðåìÿ, òðåáóåìîå PARDISO äëÿ ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö,

ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè êàê O(N3/P 3), ïîýòîìó òàêîé ìåòîä ïîäõîäèò òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ íå

î÷åíü áîëüøèõ ñèñòåì íà áîëüøîì ÷èñëå ïðîöåññîðîâ. Îäíàêî äåéñòâèå îáðàòíûõ ìàòðèö

A−1
p ìîæíî òàêæå âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííî, íàïðèìåð ìåòîäîì FGMRES ñ ïðåäîáóñëàâëè-

âàòåëåì AMG, îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè èåðàðõè÷åñêèõ áàçèñîâ, ïðåäëîæåííûì â [13℄.

3.5. Ìåòîäû âèçóàëèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé

Âèçóàëèçàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ÷èñëåííîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü õàðàêòåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé â ðàñ-

÷åòíîé îáëàñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â ðàìêàõ ïàêåòà Helmholtz3D áûë ðåàëèçîâàí ìîäóëü âè-

çóàëèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, îñíîâàííûé íà òåõíîëîãèè OpenGL.
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Âèçóàëèçàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âèçóàëè-

çàòîð ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü âèçóàëèçèðîâàòü îäíî èç ïîëåé � ýëåêòðè÷åñêîå ëèáî

ìàãíèòíîå, è ïîçâîëÿåò ïåðåêëþ÷àòüñÿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ðåæèìàìè. Ïîëÿ îòðèñîâûâà-

þòñÿ â êàæäîì èç òåòðàýäðîâ â âèäå ñòðåëêè, ñîíàïðàâëåííîé ñ ïîëåì â äàííîé òî÷êå, è

èìåþùåé äëèíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ àìïëèòóäå ïîëÿ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ áîëü-

øåé íàãëÿäíîñòè àìïëèòóäà ïîëÿ êîäèðóåòñÿ öâåòîì � ñ ëèíåéíûì ïåðåõîäîì îò æåëòîãî

(ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ àìïëèòóäà äëÿ òåêóùåãî ïîëÿ), äî ñèíåãî (áëèçêàÿ ê íóëþ àì-

ïëèòóäà). Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó àìïëèòóäà ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóõ âåêòîðîâ �

äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé êîìïîíåíòû, òî â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ðåàëüíàÿ àìïëè-

òóäà ïîëÿ çàäàåòñÿ �îðìóëîé

~F (t) = ~Fre cos(ωt) + ~Fim sin(ωt),

ãäå

~Fre è
~Fim � âåêòîðû àìïëèòóä äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

ïîëÿ (ýëåêòðè÷åñêîãî ëèáî ìàãíèòíîãî). Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíà âèçóàëèçàöèÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âîëíîâîäå ñ îäíîðîäíîé ñðåäîé. Íà ðèñóíêå õîðîøî âèäíà ñòðóêòóðà

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

�èñ. 3. Ïðèìåð âèçóàëèçàöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âîëíîâîäå

4. Òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îïòèìèçà-

öèè äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé è îáùåé ïàìÿòüþ

Ïàðàëëåëüíûå ðàñïðåäåëåííûå àëãîðèòìû â ïàêåòå Helmholtz3D ïîñòðîåíû íà îñíîâå

øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî ñòàíäàðòà èíòåð�åéñà îáìåíà äàííûìè MPI (Message Passing

Interfae). Ïðè ýòîì èñïîëüçóåìûå â ïàêåòå èòåðàöèîííûå ðåøàòåëè ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ-

ìè òèïà àääèòèâíîãî Øâàðöà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ëîæàòñÿ íà àðõèòåêòóðó ñîâðåìåííûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Äåéñòâèòåëüíî, èòåðàöèîííîå ðåøåíèå ÑËÀÓ ìåòîäîì FGMRES

òðåáóåò 3 ñëåäóþùèõ òèïà îïåðàöèé.

Ê ïåðâîìó òèïó îòíîñÿòñÿ âåêòîðíî-âåêòîðíûå îïåðàöèè. Äëÿ èìåþùåéñÿ äåêîìïîçè-

öèè çàäà÷è íà ïîäîáëàñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèå òàêèõ îïåðàöèé ïðîâîäèòñÿ åñòåñòâåííûì

îáðàçîì, çà èñêëþ÷åíèåì îïåðàöèé âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû, äëÿ êî-

òîðûõ íåîáõîäèìà òî÷êà ñèíõðîíèçàöèè è îáìåí äàííûìè. Îäíàêî â èíòåð�åéñå MPI èìååò-

ñÿ òðåáóåìàÿ �óíêöèÿMPI_Allredue, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîé îïòèìèçèðóåòñÿ ïîñòàâùèêîì

áèáëèîòåêè MPI.

Äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð ðåøàòåëü ñòðîèò â êàæäîé ïîäîáëàñòè ñïèñêè óç-

ëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé. Â äàëüíåéøåì ðåøàòåëü èñïîëü-

çóåò ñîáðàííóþ èí�îðìàöèþ äëÿ ïåðåñûëêè ÷àñòåé âåêòîðà ìåæäó ïðîöåññàìè. Êëþ÷åâûì

ìîìåíòîì â òàêîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå îáúåìà ïåðåñûëàåìûõ äàííûõ � â ñîñåä-

íèå ïîäîáëàñòè òðåáóåòñÿ ïåðåñûëàòü òîëüêî ãðàíè÷íûå êîý��èöèåíòû âåêòîðîâ âìåñòî

òîãî, ÷òîáû ïåðåñûëàòü âåêòîð öåëèêîì. Â èòîãå, îáùèé îáúåì ïåðåñûëàåìûõ äàííûõ â

òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ ýëåêòðîìàãíåòèçìà äëÿ îäíîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð áóäåò

ïðîïîðöèîíàëåí O(N2/3 log P ) âìåñòî O(N).
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Ïðèìåíåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå Øâàðöà, òðåáóåò íà êàæäîé

èòåðàöèè âíåøíåãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ, è, ñîãëàñíî (10), íå òðåáó-

þò êîììóíèêàöèé. �àñïàðàëëåëèâàíèå ðåøàòåëÿ â ïîäîáëàñòÿõ ïðîâîäèëîñü ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ñðåäñòâ OpenMP. Áûëè ðåàëèçîâàíû ïàðàëëåëüíûå ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ ìàòðèöû

íà âåêòîð, à òàêæå ïàðàëëåëüíîå ðåøåíèå ðàçðåæåííûõ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì äëÿ îïåðàòî-

ðà ñãëàæèâàíèÿ SSOR (Symmetri Suessive Over-Relaxation, [10℄) â ïðåäîáóñëàâëèâàòåëå

AMG. �àñïàðàëëåëèâàíèå òðåóãîëüíîãî ðåøàòåëÿ ïðîâîäèëîñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïëàíè-

ðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé ïî óðîâíÿì: ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû âèäà Ux = y äëÿ êàæäîé âåðøèíû

âû÷èñëÿåòñÿ åå óðîâåíü li:

li = max {lj + 1 : Ui,j 6= 0, j > i} . (12)

Ïîñëå ýòîãî êîý��èöèåíòû âåêòîðà x ñ îäèíàêîâûì óðîâíåì ìîæíî âû÷èñëÿòü íåçàâèñèìî.

Ìîæíî îòìåòèòü ðÿä ïîëåçíûõ îïòèìèçàöèé ðåøàòåëÿ â ïîäîáëàñòÿõ. Äëÿ íà÷àëà íåîá-

õîäèìî îòìåòèòü åãî îñîáåííîñòü: òàêîå èòåðàöèîííîå ðåøåíèå ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ îêàçû-

âàåòñÿ bandwidth-limited, òî åñòü ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ øèíû

äàííûõ ñèñòåìû, ïîñêîëüêó çà îäíó èòåðàöèþ àëãîðèòìà, �àêòè÷åñêè, òðåáóåòñÿ íåñêîëüêî

ðàç ïðî÷èòàòü âñþ ìàòðèöó ñèñòåìû (â òîì ÷èñëå äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì),

è íåñêîëüêî ðàç ïðî÷èòàòü è çàïèñàòü ðàçëè÷íûå âåêòîðû. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçîâàí-

íûå îïòèìèçàöèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè: îïòèìèçàöèè äîñòóïà ê ïàìÿòè çà

ñ÷åò ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ ìàòðèöû è îïòèìèçàöèè, íàïðàâëåííûå íà ïîâûøåíèå ïðîèçâî-

äèòåëüíîñòè àëãîðèòìà íà NUMA-ñèñòåìàõ, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïðàâèëüíîé èíèöèàëèçàöèè

îáëàñòåé ïàìÿòè. Ïîäðîáíåå îá ýòèõ îïòèìèçàöèÿõ ñì. [14℄.

Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé, ðåøàòåëü â ïîäîáëàñòÿõ èñïîëü-

çóåò ïðÿìîé ìåòîä PARDISO äëÿ ñàìîé �ãðóáîé� ñèñòåìû â ïðåäîáóñëàâëèâàòåëå AMG.

5. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ïðåäëàãàåìûå â ðàáîòå àëãîðèòìû áûëè àïðîáèðîâàíû íà ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ è ïðàê-

òè÷åñêèõ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíåòèçìà.

Ïåðâîé èç çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïàðàëëåëåïèïåäàëü-

íîì âîëíîâîäå [0, a] × [0, b] × [0, c], a = 72 ìì, b = 34 ìì è c = 200 ìì, ñì. ðèñ. 3.

Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñðåäû: µr = 1, ε̇r = 1 − 0.1i, ω = 6π · 109
�ö. Ïðè z = 200 ìì

ïîñòàâëåíî êðàåâîå óñëîâèå (3) 

~E0 = ~ey sin(πx/a), íà îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû � êðàåâîå

óñëîâèå èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà

~E0 = ~0. Èçâåñòåí àíàëèòè÷åñêèé âèä ðåøåíèÿ:

~E = ~ey sin
(πx
a

) sin γz

sin γc
. (13)

Ñåòêà â äàííîì ñëó÷àå áûëà ñãåíåðèðîâàíà ñðåäñòâàìè ïàêåòà Helmholtz3D.

Âòîðàÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ � çàäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîãî êàðîòàæà. �àññìàòðè-

âàåìàÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â âèäå êóáà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñòîðîíîé 10 ìåòðîâ.
Ïàðàìåòðû µr = 1, εr = 1 âî âñåé îáëàñòè. Ïðîâîäèìîñòü ñðåäû σ = 0.1 Ñì/ì, â ñðåäå

èìååòñÿ ñëîé ñ σ = 0.05 Ñì/ì. Êîîðäèíàòû ñëîÿ ïî îñè Oz: îò −0.425 ì äî −0.275 ì. Â

ñðåäå ïðîáóðåíà âåðòèêàëüíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñêâàæèíà ðàäèóñà 0.108 ì ñ öåíòðîì â íà-

÷àëå êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè Oxy. Â ñêâàæèíå èìååòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ êàâåðíà âíåøíåãî

ðàäèóñà 0.118 ì è ïîëîæåíèåì ïî îñè Oz îò −0.0725 äî 0.0725 ì. Ïðîâîäèìîñòü ñêâàæèíû

è êàâåðíû σ = 5 Ñì/ì. Â ñêâàæèíó âñòàâëåí ïîëûé öèëèíäðè÷åñêèé ïðèáîð ðàäèóñà 0.043
ì, ñìåùåííûé ïî îñè x îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñêâàæèíû íà −0.064, çàïîëíåííûé âîçäóõîì

(σ = 0). Â ïðèáîðå èìååòñÿ îäíà ãåíåðàòîðíàÿ è äâå ïðèåìíûå ïåòëè ðàäèóñà 0.0365 ì ïðè

z = 0.5 ì è ïðè z = 0.0 è z = 0.1 ì ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ãåíåðàòîðíîé ïåòëå òå÷åò òîê 1 À ñ

÷àñòîòîé 14 Ì�ö. Èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòü �àç ÝÄÑ â ïðèåìíèêàõ.

�åíåðàöèÿ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïðîâîäèëàñü ïðè ïîìîùè óòèëèòû NETGEN [7℄. Êîëè-

÷åñòâî òåòðàýäðîâ ñåòêè NT = 490282, ïîðÿäîê ÑËÀÓ áåç ó÷åòà ïåðåñå÷åíèé N0 = 8946864.
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�èñ. 4. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü äëÿ çàäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíîãî êàðîòàæà

Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëèñü íà äâóõ ñèñòåìàõ: OpenMP ðåøàòåëü äëÿ ñèñòåì ñ îáùåé

ïàìÿòüþ (ñîîòâåòñòâóåò P = 1) � íà ñèñòåìå Intel

R© Xeon X7560, 2.27 ��ö, 4 × 8 ÿäåð, 64

�Á ïàìÿòè, ãèáðèäíûé ðåøàòåëü � íà óçëàõ HP BL2õ220 G6 êëàñòåðà ÍÊÑ-30Ò. Êàæäûé

óçåë êëàñòåðà � Intel Xeon Å5540, 2.53 ��ö, 2x4 ÿäåð, 16 �Á ïàìÿòè.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçîâàëèñü áàçèñíûå �óíêöèè W3 òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà áûëî âûáðàíî óìåíüøåíèå íîð-

ìû íåâÿçêè â ε ðàç: |ri| < ε|f |. Äëÿ âíóòðåííèõ èòåðàöèé FGMRES ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì

AMG εA = 0.2, äëÿ ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè â ïîäïðîñòðàíñòâå ñëåäîâ εc = 0.1. �åøåíèå
çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ ïðè îáðàùåíèè Ap ïðîâîäèëîñü ñ εp = 0.01. Âíåøíèå èòåðàöèè ïðîâî-

äèëèñü ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−7
çà èñêëþ÷åíèåì ñåòêè 116 × 55 × 320 äëÿ ïåðâîé çàäà÷è, äëÿ

êîòîðîé èñïîëüçîâàëîñü ε = 10−9
äëÿ ïîëó÷åíèÿ

~Eh
íóæíîé òî÷íîñòè.

Òàáëèöà 1. Ìàñøòàáèðóåìîñòü ãèáðèäíîãî êëàñòåðíîãî ðåøàòåëÿ íà ìîäåëüíîé çàäà÷å

Ñåòêà, N0 Êîëè÷åñòâî ïîäîáëàñòåé (MPI ïðîöåññîâ)

è δE 16 32 64 128

1

256

1

512

1

58 × 28 × 160 Nb 705312 1168248 1777626 2599050 3928914 5804454

n 8 9 10 10 11 12

28519914 nc 266 385 382 468 577 704

nA 24 27 29 29 32 36

7.1 · 10−7 t 1.2e3 5.2e2 2.3e2 1.1e2 8.0e1 5.7e1

116 × 55 × 320 Nb 13035042 18153966

n 13 14

225335973 nc N/A N/A N/A N/A 1102 1142

nA 40 42

9.0 · 10−8 t 1.2e3 9.2e2

1

Èñïîëüçóåòñÿ áîëåå îäíîãî MPI ïðîöåññà íà óçåë (âñåãî 64 óçëà).
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Â òàáë. 1�3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ðåøàòåëåé íà ìîäåëüíîé çàäà÷å è çà-

äà÷å ýëåêòðîìàãíèòíîãî êàðîòàæà: N0 ïîðÿäîê ñèñòåìû áåç ó÷åòà ïåðåñå÷åíèé, δE � ìàê-

ñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Nb � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ñëåäîâ äëÿ A1, n � êîëè÷åñòâî âíåøíèõ èòåðàöèé ðàñïðåäåëåííîãî ðåøàòåëÿ, n3 è n2 �

îáùåå êîëè÷åñòâî âíåøíèõ è âíóòðåííèõ (â ïðåäîáóñëàâëèâàòåëå AMG) èòåðàöèé OpenMP

ðåøàòåëÿ, nc � îáùåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, nA � ìàêñèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî âíåøíèõ èòåðàöèé ìåòîäà FGMRES â ïîäîáëàñòÿõ, t � âðåìÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â

ñåêóíäàõ â ýêñïîíåíöèàëüíîì �îðìàòå a.ben = a.b ·10n
. �åçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî êàðîòàæà ïîêàçàë õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ñ ðåçóëüòàòîì ãðóïïû Í�ÒÓ, êîòîðàÿ

ðåøàëà ýòó çàäà÷ó äðóãèì ìåòîäîì � ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ïîëÿ èñòî÷íèêà, ïðè ýòîì èñêî-

ìàÿ ðàçíîñòü �àç ÝÄÑ â ïðèåìíèêàõ ñîâïàëà ñ îøèáêîé 1.8%

Òàáëèöà 2. Ìàñøòàáèðóåìîñòü OpenMP ðåøàòåëÿ íà çàäà÷å ýëåêòðîìàãíèòíîãî êàðîòàæà

Êîëè÷åñòâî OpenMP ïîòîêîâ

1 2 4 8 16 32

n3 14 14 14 14 14 14

n2 33 33 33 33 33 33

t 7.5e3 4.1e3 2.2e3 1.3e3 8.8e2 6.1e2

Òàáëèöà 3. Ìàñøòàáèðóåìîñòü MPI ðåøàòåëÿ íà çàäà÷å ýëåêòðîìàãíèòíîãî êàðîòàæà

Êîëè÷åñòâî ïîäîáëàñòåé (MPI ïðîöåññîâ)

4 8 16 32 64 128

1

256

1

512

1

Nb 102918 236787 477672 803112 1346418 2038260 2873652 3972480

n 14 19 19 36 35 36 38 42

nc 86 131 148 310 310 341 383 445

nA 49 61 61 111 109 113 123 126

t 8.8e2 4.9e2 2.3e2 1.9e2 9.2e1 6.2e1 5.5e1 4.9e1

Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè AMG è CGC óñïåøíî óìåíüøàþò êîëè-

÷åñòâî âíåøíèõ èòåðàöèé äî ïðèåìëåìîãî çíà÷åíèÿ. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ãðóáîñåòî÷íîé

êîððåêöèè ðàñòåò, íî ãîðàçäî ìåäëåííåå, ÷åì ëèíåéíî, çà ñ÷åò òðåõìåðíîé äåêîìïîçèöèè

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Òåì íå ìåíåå, ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå ðàçìåðà ÑËÀÓ ìîæåò ïîòðåáîâàòü-

ñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå îãðóáëåíèå çàäà÷è äëÿ A1, íàïðèìåð [15℄, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó÷èì

ìíîãîóðîâíåâóþ ñõåìó ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ïàêåò ïàðàëëåëüíûõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàì Helmholtz3D. Äàííûé

ïàêåò ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû òðåõìåðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñ ãàðìîíè÷åñêîé

1

Èñïîëüçóåòñÿ áîëåå îäíîãî MPI ïðîöåññà íà óçåë (âñåãî 64 óçëà).
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çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè. Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòûâàòü ýëåêòðîìàã-

íèòíûå ïîëÿ â ñ îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé ðàçíîìàñøòàáíîé ãåîìåòðèåé è âûñîêîêîíòðàñòíûìè

ñðåäàìè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, ïðîäåìîíñòðèðîâàííîé íà ìåòîäè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ çà-

äà÷àõ. Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ äëÿ ñèñòåì ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé

ïàìÿòüþ ïîçâîëÿþò ðåøàòü ñâåðõáîëüøèå çàäà÷è � äî íåñêîëüêèõ ñîòåí ìèëëèîíîâ íåèç-

âåñòíûõ � çà âðåìÿ ïîðÿäêà 10�15 ìèíóò.
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