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Ðàññìîòðåíà ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ RKDG ìåòîäà ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâ-

íåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè íà òðåóãîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàí-

íûõ ñåòêàõ. Îïèñàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïîñòðîåííûé ñ ïðèìåíåíèåì òåõíî-

ëîãèé MPI è OpenMP. Ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ìîíîòîíèçàöèè ðåøåíèÿ è áåçäè-

âåðãåíòíîé ðåêîíñòðóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü ôèçè÷åñêè

àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Îáñóæäåíû ðå-

çóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ è ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé çà

ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ òåõíîëîãèé.

1. Ââåäåíèå

Óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (ÌÃÄ) îïèñûâàþò ìíîæåñòâî ÿâëå-
íèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ êàê ÷èñòî íàó÷íûé, òàê è ïðèêëàäíîé òåõíè÷åñêèé èíòåðåñ. Â ÷àñò-
íîñòè, â ðàìêàõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ñèñòåìå óðàâíåíèé ÌÃÄ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåñ-
ñû ýëåêòðîìàãíèòíîãî óñêîðåíèÿ âåùåñòâà â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ (ïëàçìåííûå óñêîðèòåëè,
àñòðîôèçè÷åñêèå äæåòû). Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé-
÷èâîñòè òå÷åíèÿ çàìàãíè÷åííîé ïëàçìû â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà (óäàðíîé âîë-
íû), äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ êîòîðîãî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû
âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè.

Îäíèì èç íàèáîëåå ñîâðåìåííûõ è ïîïóëÿðíûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè è
ÌÃÄ ÿâëÿåòñÿ RKDG ìåòîä [1,2] (Runge � Kutta Discontinuous Galerkin). Ýòîò ìåòîä îáåñ-
ïå÷èâàåò âûñîêèé óðîâåíü ðàçðåøåíèÿ ðàçðûâîâ è ïîçâîëÿåò ïîâûøàòü ïîðÿäîê òî÷íîñòè
ìåòîäà áåç óâåëè÷åíèÿ øàáëîíà àïïðîêñèìàöèè, ÷òî îñîáåííî âàæíî ïðè èñïîëüçîâàíèè
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê. Â òî æå âðåìÿ ìåòîäû âûñîêîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ íåìîíî-
òîííûìè è ìîãóò ïðèâîäèòü ê íàêîïëåíèþ ÷èñëåííîãî ìàãíèòíîãî çàðÿäà, ÷òî ñîçäàåò ñó-
ùåñòâåííûå ñëîæíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàìàãíè÷åííûõ òå÷åíèé.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìîäèôèêàöèÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâóìåðíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè íà òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ.
Ïîñòðîåííûé ìåòîä âêëþ÷àåò ïðîöåäóðû ìîíîòîíèçàöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Àíàëèç ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ çàìàãíè÷åííîé ïëàçìû òðåáó-
åò èñïîëüçîâàíèÿ ïîäðîáíûõ ñåòîê. Â òî æå âðåìÿ ïðèìåíåíèå RKDG ìåòîäà ñàìî ïî ñåáå
ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî çàòðàòíûì è ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëü-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé äëÿ ñèñòåì ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ [3, 4]. Â
ðàáîòå îïèñàíà ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî ìåòîäà. Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ ÌÃÄ.

∗Ñòàòüÿ ðåêîìåíäîâàíà ê ïóáëèêàöèè ïðîãðàììíûì êîìèòåòîì ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
"Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè 2013".
†Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 12-01-00109, 12-01-31193,

12-02-12096, 12-02-00687), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäó-
ùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò ÍØ-1434.2012.2).
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2. Ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé

ãèäðîäèíàìèêè

Ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, çàïèñàííàÿ
â êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà, ýíåð-
ãèè, à òàêæå óðàâíåíèå Ôàðàäåÿ äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè [5]:

∂~u

∂t
+
∂ ~F1

∂x1
+
∂ ~F2

∂x2
= 0, (1)

ãäå

~u = (ρ, ρv1, ρv2, ρv3, e, B1, B2, B3)T ,

~F1 =

(
ρv1, ρv

2
1 + p+

B2

8π
− B2

1

4π
, ρv1v2 −

B1B2

4π
, ρv1v3 −

B1B3

4π
,

(
e+ p+

B2

8π

)
v1 −B1

(B · v)

4π
, 0, v1B2 − v2B1, v1B3 − v3B1

)T
,

~F2 =

(
ρv2, ρv2v1 −

B2B1

4π
, ρv2

2 + p+
B2

8π
− B2

2

4π
, ρv2v3 −

B2B3

4π
,

(
e+ p+

B2

8π

)
v2 −B2

(B · v)

4π
, v2B1 − v1B2, 0, v2B3 − v3B2

)T
.

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ãàçà, p � äàâëåíèå, e � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà ãàçà, v =
(v1, v2, v3)T � âåêòîð ñêîðîñòè, B = (B1, B2, B3)T � âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Èç çàêîíà
Ôàðàäåÿ ñëåäóåò óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ divB = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïëàçìà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî èîíèçèðîâàííûì, íåïîëÿðèçîâàííûì ñîâåðøåííûì ãàçîì ñ óðàâ-
íåíèåì ñîñòîÿíèÿ p = (γ − 1)ρε, ãäå γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ε � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ

ýíåðãèÿ. Ïðè ýòîì e = p
γ−1 + ρv2

2 + B2

8π .
Ñèñòåìà (1) ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ãàçà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà

ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé [5] è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

∂ ~Fi
∂~u

= Ai = LiΛiRi, i = 1, 2, (2)

ãäå Li è Ri � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ëåâûõ è ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, à Λi � äåéñòâèòåëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû Ai.

3. ×èñëåííûé ìåòîä

3.1. Ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), èëè â èíäåêñíîé ôîðìå çàïèñè (çäåñü è äàëåå â ýòîì ïàðà-
ãðàôå ïðèíÿòî ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì)

∂ui
∂t

+
∂Fj,i
∂xj

= 0, (3)

íà òðåóãîëüíîé ñåòêå èñïîëüçóåì ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà [1,2]. Ïðèìåíèì ñòàíäàðòíóþ
ñõåìó ìåòîäîâ ãàëåðêèíñêîãî òèïà � óìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü (1) íà ïðîèçâîëüíóþ
ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ ω(x), ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáúåìó V∆, ïðèìåíèì ïðàâèëî èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïî ÷àñòÿì è ïîëó÷èì:

∫
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∂ui
∂t

ω dV +

∫
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Fj,injω dS −
∫

V∆

Fj,i
∂ω

∂xj
dV = 0, (4)
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ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè V∆ � ïîâåðõíîñòè S∆ =
∂V∆.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ îáëàñòü D è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé òðåõìåðíóþ îáëàñòü D =
D × R. Ââåäåì â îáëàñòè D ñåòêó Ωh, ñîñòîÿùóþ èç ñèñòåìû NT òðåóãîëüíèêîâ {Ki}NTi=1.
Â êà÷åñòâå îáëàñòè V∆ ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó ñ ñå÷åíèåì K l. Òîãäà
âòîðîé èíòåãðàë â (4) â ñèëó ñâîéñòâ ñèñòåìû (1) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó [6]

∫
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∗
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ãäå Slk � ïîâåðõíîñòü k-îé áîêîâîé ãðàíè ïðèçìû V∆, Tk = T (nk) � ìàòðèöà, îñóùåñòâëÿþ-
ùàÿ ïîâîðîò âåêòîðîâ v è B íà óãîë, ðàâíûé óãëó ìåæäó íîðìàëüþ nk è ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îñè x1, a ~F ∗ � âåêòîð, îïèñûâàþùèé ïîòîê êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ
÷åðåç ïîâåðõíîñòü Slk.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

~u =

NT∑

α=1
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β=1

~yα,β(t)ϕα,β(x1, x2),

ãäå Nb � çàâèñÿùåå îò ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ÷èñëî áàçèñíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â
ÿ÷åéêå Kα; {ϕα,β(x1, x2)}Nbβ=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé (ïîëèíîìîâ

ñòåïåíè íå âûøå m− 1), îïðåäåëåííûõ â α-é ÿ÷åéêå; ~yα,β(t) � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïðè
áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ. Â êà÷åñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèé ω âûáåðåì òå æå áàçèñíûå ôóíêöèè
ϕα,β . Òîãäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçðûâíîãî
ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîðÿäêà m

dyα,βi
dt

+
3∑

ψ=1

∫

Sαψ

F ∗
i (~yα, ~yη(α,ψ))ϕα,βdS +

∫

V α

Fj,i
∂ϕα,β
∂xj

dV = 0,

α = 1, NT , β = 1, Nb, i = 1, 8, (5)

ãäå ψ � íîìåð ðåáðà α-é ÿ÷åéêè, η(α,ψ) � íîìåð ñîñåäíåé ñ íåé ÿ÷åéêè, F ∗(~yα, ~yη(α,ψ)) �
÷èñëåííûé ïîòîê, çàâèñÿùèé îò çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêàõ, ïðèìûêàþùèõ ê ðåáðó ψ, è
îïðåäåëÿåìûé èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà [5].

Ñèñòåìà (5) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì âèäà

~yα,β(0) =

∫

V α

~u0ϕα,β dV, (6)

ãäå ~u0(x1, x2) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ.
Èíòåãðàëû ïî ïîâåðõíîñòÿì Sαψ è ïî îáëàñòÿì V

α â ðàññìàòðèâàåìîì äâóìåðíîì ñëó÷àå
ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì ïî ðåáðàì Pαψ è òðåóãîëüíèêó Kα ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ èñïîëüçó-
åòñÿ ðÿä ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê HLL, HLLC, HLLD [5, 7]. Ìåòîä HLLD ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü íàèëó÷øåå ðàçðåøåíèå ðàçðûâîâ, íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-
íèþ ÷èñëåííîé íåìîíîòîííîñòè â ðåøåíèè. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
÷èñëåííûé ïîòîê HLL, îáëàäàþùèé áîëüøåé ÷èñëåííîé âÿçêîñòüþ.

Ïðè ðàñ÷åòå èíòåãðàëû çàìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè, òî÷íîñòü êîòîðûõ ñî-
ãëàñîâàíà ñ ïîðÿäêîì ìåòîäà m. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5)�(6) ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííûì
èíòåãðèðîâàíèåì ÿâíûì ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòû, øàã ïî âðåìåíè τ îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè-
÷åñêè èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà � Ôðèäðèõñà � Ëåâè:

max
i
|λi|

τ

hmin
≤ 1, (7)
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ãäå hmin � äëèíà íàèìåíüøåãî ðåáðà ÿ÷åéêè â ñåòêå, λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèñòåìû (1)
íà ïðåäûäóùåì øàãå ïî âðåìåíè. Ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòîäàìè òèïà Ãîäóíîâà [5].

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ôèêòèâíîé ÿ÷åéêè.

3.2. Ìîíîòîíèçàöèÿ ðåøåíèÿ

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ÌÃÄ ðàçðûâíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé-îãðàíè÷èòåëåé íàêëîíà ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå � ëèìèòåðîâ [6]
� êàê äëÿ ïîääåðæàíèÿ ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ, òàê è äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîÿâëåíèÿ íà
î÷åðåäíîì âðåìåííîì ñëîå íåôèçè÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí �TVB minmod� ëèìèòåð äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíê-
öèé [2, 5], çíà÷åíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò èñõîäíîãî íàêëîíà ðåøåíèÿ â äàííîé ÿ÷åéêå è îò
ñðåäíèõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ. Ïðîöåäóðà ëèìèòèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ ÷èñëåííîãî ìàãíèòíîãî çàðÿäà è ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ
òîëüêî ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêîâ. Ëèìèòèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ ëîêàëüíûõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåìûõ èç êîíñåðâàòèâíûõ óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó L = R−1

ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, âû÷èñëÿåìóþ â êàæäîé ÿ÷åéêå âìåñòå ñ ðàçëîæåíèåì (2).
Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ ëèìèòåðà ê âåêòîðó êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ,

çàäàííîìó ëèíåéíîé ôóíêöèåé ~uK0(x1, x2) íà òðåóãîëüíèêå K0 ñ ñîñåäÿìè K1, K2, K3

(ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ïîñòðîåíèå ëèìèòåðà
Ðèñ. 2. Ñõåìà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèò-
íûõ ïîòîêîâ

Äëÿ êàæäîé ïàðû ñîñåäíèõ òðåóãîëüíèêîâ Ki, Kj (ñì. ðèñ. 1) èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

mi − b0 = αij,1(bi − b0) + αij,2(bj − b0),

ãäå bi � áàðèöåíòð i-îãî òðåóãîëüíèêà, mi � öåíòð i-îãî ðåáðà, îáùåãî ìåæäó K0 è Ki,
îïðåäåëèì ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû αij,1 è αij,2, õàðàêòåðèçóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà äàííîé ãðóïïû òðåóãîëüíèêîâ K0, Ki, Kj .

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ êîýôôèöåíòîâ îïðåäåëèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñêà÷êà ôóíêöèè
~uK0 â mi:

~u∗K0(mi) = αij,1(~uKi(bi)− ~uK0(b0)) + αij,2(~uKj (bj)− ~uK0(b0)).

Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé, ïðîâåäåì îãðàíè÷åíèå ñêà÷êîâ ~uK0 â öåíòðàõ ðåáåð:

~∆i = Rm̄(L(~uK0(mi)− ~uK0(b0)), νL~u∗K0(mi)), i = 1, 3,

ãäå ν > 1 � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ñòåïåíü ñãëàæèâàíèÿ ðåøåíèÿ, L è R � ìàòðèöû
ëåâûõ è ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èç ðàçëîæåíèÿ (2), m̄ � �TVB minmod� ôóíêöèÿ,
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ïðèìåíÿåìàÿ ïîêîìïîíåíòíî äëÿ êàæäîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé.

m̄j

(
~a,~b
)

=





aj , åñëè |aj | ≤Mj(hmin)2,

0.5(sign aj + sign bj) min(|aj |, |bj |), èíà÷å,
j = 1, 8,

ãäå Mj � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò çàäà÷è, sign a � ôóíêöèÿ çíàêà. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ
ñêà÷êîâ ∆i, çàäàþùèõ íîâûé íàêëîí ðåøåíèÿ âK

0, èõ çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåì äëÿ îáíîâëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïðè áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ.

3.3. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíîãî çàðÿäà

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ divB = 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
îñíîâíûõ ïðîáëåì ïðè ñîçäàíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðî-
äèíàìèêè [8]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äèâåðãåíöèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ðàâíà íóëþ, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíñåðâàòèâíîé ôîðìû çàïèñè ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ (1)
â õîäå ðàñ÷åòîâ ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ ÷èñëåííûé ìàãíèòíûé çàðÿä. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðè-
âîäèò ê íåôèçè÷íûì ðåçóëüòàòàì èëè äàæå ïðåæäåâðåìåííîìó ïðåðûâàíèþ ðàñ÷åòà èç-çà
ïîëó÷åíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè èëè äàâëåíèÿ.

Äëÿ ïîääåðæàíèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàìè ðåàëèçîâàí ìåòîä, îñíî-
âàííûé íà èñïîëüçîâàíèè z-êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è å¼ ãðàäèåíòà â óçëàõ ñåòêè
(ðèñ. 2) äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ ìåòîäà
ïåðâîãî ïîðÿäêà (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ãðàäèåíòîâ) ïðîöåäóðà îïèñàíà â [9].

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè (HLL, HLLC, HLLD) çíà÷åíèé ÷èñëåííîãî
ïîòîêà ~F ∗[ij, k] â òî÷êàõ èíòåãðèðîâàíèÿ (äëÿ ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà äâå òî÷êè � k = 1, 2)
íà ðåáðå, ñîäåðæàùåì i è j óçëû, â êàæäîì èç óçëîâ ñåòêè âû÷èñëèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ z-

êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ez è ∇Ez =

(
∂Ez
∂x1

,
∂Ez
∂x2

)
:

Ezi =
1

2

(
σi∑

k=1

(F ∗
6 [ik, 1], F ∗

7 [ik, 1]) · eik
σi

+

σi∑

k=1

(F ∗
6 [ik, 2], F ∗

7 [ik, 2]) · eik
σi

)
. (8)

Çäåñü è äàëåå eik � åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ðåáðó ik è íàïðàâëåííûé èç i-é
âåðøèíû â k-þ, hik � äëèíà ðåáðà ik, σi � ÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû i. Âîñ-
ñòàíîâëåíèå ãðàäèåíòà ∇Ezi ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå ∇Ez ≈ 1

S

∫
S

∇Ez dS = 1
S

∫
∂S

Ezn dl

(ðèñ. 2). Ýòîò èíòåãðàë áåðåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïîòîêîâ
~F ∗[ij, k].

Äëÿ ìîíîòîíèçàöèè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè îãðàíè÷åíèå ãðàäèåíòà ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå, ðàññìîòðåííîé âûøå. Äëÿ ýòîãî íà îñíîâàíèè çíà÷å-
íèé Ezi â óçëàõ ðàñ÷èòûâàåì ñðåäíèé ãðàäèåíò ∇ELimzi , ðåçóëüòèðóþùåå çíà÷åíèå ãðà-
äèåíòà, èñïîëüçóåìîå äàëåå â ðàñ÷åòàõ, îïðåäåëÿåì ïóòåì ïðèìåíåíèÿ minmod ôóíêöèè
∇Ezi = m̄(∇Ezi, ν∇ELimzi ).

Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è åãî ãðàäèåíòà, ìîæíî ïîñòðîèòü áåçäèâåð-
ãåíòíûå ïîòîêè ~F∗[ij, 1] è ~F∗[ij, 2], îòëè÷àþùèåñÿ îò èñõîäíîãî òîëüêî êîìïîíåíòàìè ïîòîêà
ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

~F∗
l [ij, k] = ~F ∗

l [ij, k], k = 1, 2, l = 1, 5, 8,

(
~F∗

6 [ij, 1], ~F∗
7 [ij, 1]

)T
=

1

6

((
3 +
√

3
)
Ezi +

(
3−
√

3
)
Ezj +

1

2

(
∇Ezi −∇Ezj

)
· eijhij

)
hijeij ,

(
~F∗

6 [ij, 2], ~F∗
7 [ij, 2]

)T
=

1

6

((
3−
√

3
)
Ezi +

(
3 +
√

3
)
Ezj +

1

2

(
∇Ezi −∇Ezj

)
· eijhij

)
hijeij ,
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Òàêîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ñîõðàíÿåò êîíñåðâàòèâíîñòü ñõåìû è ãàðàíòèðóåò áåç-
äèâåðãåíòíîñòü ðåøåíèÿ. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè: â ñëó÷àå ìå-
òîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîò ôàêò ïîêàçàí â [9]. Â òî æå âðåìÿ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ñãëàæèâàíèþ ðàçðûâîâ (âíîñèò â ñõåìó äîïîë-
íèòåëüíóþ ÷èñëåííóþ âçÿêîñòü): íà 4-5 ÿ÷ååê äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïåðâîãî
ïîðÿäêà, è 2�3 ÿ÷åéêè � äëÿ ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà.

4. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì

Îïèñàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïàðàëëåëüíîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå äëÿ
êëàñòåðíûõ ñèñòåì ñ ðàçäåëåííîé ïàìÿòüþ. Êîìïëåêñ íàïèñàí íà ÿçûêå Fortran ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òåõíîëîãèé OpenMP è MPI. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì êîìïëåêñà îñíîâàí íà èäåå
ðàçáèåíèÿ èñõîäíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè, ðåøåíèå â êàæäîé èç êîòîðûõ ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ îòäåëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì ìîäóëåì [10]. Ïîñêîëüêó ÷èñëåííûé ìåòîä � ÿâ-
íûé, ïîäîáíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.
Öåëîñòíîñòü ðåøåíèÿ îáåñïå÷åíà íàëè÷èåì îáìåíîâ ñìåæíûìè ãðàíè÷íûìè äàííûìè ìåæ-
äó ìîäóëÿìè, îáìåíû ðåàëèçîâàíû ñðåäñòâàìè òåõíîëîãèè MPI. Ðàñ÷åò âíóòðè êàæäîé èç
ïîäîáëàñòåé ìîæåò áûòü óñêîðåí ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè OpenMP â òîì ñëó÷àå,
åñëè çàäåéñòâîâàííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîäóëè ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ÿäåð [3].

Îïèøåì îñíîâíûå ýòàïû ðàáîòû ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.

4.1. Ïîäãîòîâêà ê çàïóñêó

Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèòñÿ íà òðåóãîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñåòîê èñïîëüçîâàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ Gridder2D [11], ïîçâîëÿþùèé ïðîèçâîäèòü òðè-
àíãóëÿöèþ îáëàñòåé ñëîæíîé ôîðìû. Íà ïîäãîòîâèòåëüíîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå
ñåòêè íà ïîäîáëàñòè ïî ÷èñëó èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé. Ïðè ýòîì íåîáõî-
äèìî ñ îäíîé ñòîðîíû ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ äàííûõ, ïîäëåæàùèõ îáìåíó
ìåæäó ìîäóëÿìè, à ñ äðóãîé � ñáàëàíñèðîâàòü ÷èñëî ÿ÷ååê ñåòêè â êàæäîé ïîäîáëàñòè
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé çàãðóçêè ÿäåð. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñòðî-
åíèå ðàçáèåíèÿ ãðàôà, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ÿ÷åéêå, à ðåáðî ìåæäó
âåðøèíàìè � îáùåìó ðåáðó ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è
èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììà Metis [12], óñòàíàâëèâàþùàÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íîìåðîì ÿ÷åéêè
â ñåòêå è íîìåðîì ïîäîáëàñòè.

4.2. Èíèöèàëèçàöèÿ äàííûõ

Èíèöèàëèçàöèÿ ðàñ÷åòà ïðîèçâîäèòñÿ ïðîöåññîì, èñïîëíÿåìûì íà íóëåâîì ìîäóëå (�êîð-
íåâîé ïðîöåññ�). Íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î ðàñ÷åòíîé ñåòêå è åå ðàçáèåíèè íà ïîäîáëà-
ñòè, à òàêæå î ñåòî÷íîì øàáëîíå, èñïîëüçóåìîì êàê äëÿ ðàñ÷åòà ðåøåíèÿ íà î÷åðåäíîì
âðåìåííîì ñëîå, òàê è äëÿ åãî ëèìèòèðîâàíèÿ, êîðíåâîé ïðîöåññ ôîðìèðóåò äëÿ êàæäîãî
ðàñ÷åòíîãî ìîäóëÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ìàññèâîâ.

• Ìàññèâ ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ, óñòàíàâëèâàþùèé ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íîìåðàìè óçëîâ
â èñõîäíîé ñåòêå è íîìåðàìè óçëîâ, èñïîëüçóåìûõ â ìîäóëå � íà êàæäîì âû÷èñëè-
òåëüíîì ìîäóëå õðàíèòñÿ è ó÷àñòâóåò â ðàñ÷åòàõ ëèøü ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìàÿ ÷àñòü
ñåòêè è îïðåäåëåííûå íà íåé ðàñïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è.

• Ìàññèâ ïåðåíóìåðàöèè ÿ÷ååê ñåòêè � àíàëîãè÷íî ìàññèâó ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ äàí-
íûé ìàññèâ ïîçâîëÿåò õðàíèòü â ïàìÿòè èíôîðìàöèþ òîëüêî î òåõ ÿ÷åéêàõ, êîòîðûå
íåîáõîäèìû äëÿ ðàñ÷åòà íà äàííîì ìîäóëå. Ýòîò ìàññèâ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì óïî-
ðÿäî÷åí. Ñàìûå ìàëåíüêèå íîìåðà èìåþò ÿ÷åéêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî íà
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äàííîì ìîäóëå. Äàëåå ðàçìåùåíû áëîêè ÿ÷ååê, çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â êîòîðûõ ðàññ÷èòû-
âàåòñÿ äàííûì ìîäóëåì è îòñûëàåòñÿ íà äðóãîé ìîäóëü ïóòåì ãðóïïîâîé ïåðåñûëêè.
Çàòåì ðàñïîëàãàþòñÿ ÿ÷åéêè, çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â êîòîðûõ ïî îòäåëüíîñòè ðàññûëàåò-
ñÿ íåñêîëüêèì ìîäóëÿì (óãëîâûå ÿ÷åéêè). Â êîíöå ìàññèâà ðàñïîëîæåíû áëîêè ÿ÷å-
åê, çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â êîòîðûõ ïðèíèìàþòñÿ îò äðóãèõ ìîäóëåé áëî÷íûì ñïîñîáîì,
ÿ÷åéêè, ðåøåíèå â êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ ïî îòäåëüíîñòè, à òàêæå ãðàíè÷íûå ÿ÷åéêè.
Òàêîå óïîðÿäî÷èâàíèå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü áîëüøåé ýôôåêòèâíîñòè ïåðåñûëêè äàííûõ
ìåæäó ìîäóëÿìè.

• Ìàññèâû, îïèñûâàþùèå íà÷àëî è êîíåö ðàññûëàåìûõ è ïðèíèìàåìûõ áëîêîâ è îäè-
íî÷íûõ äàííûõ î ðåøåíèè.

Ïîñëå ðàññûëêè äàííûõ êîðíåâûì ìîäóëåì âñå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäóëè (âêëþ÷àÿ êîðíå-
âîé) íà÷èíàþò íåçàâèñèìûé ðàñ÷åò ðåøåíèÿ â ñâîåé ïîäîáëàñòè, èíèöèàëèçèðóÿ ìàññèâû,
îïèñûâàþùèå áàçèñíûå ôóíêöèè, ñîäåðæàùèå ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû ëèìèòåðà è ðÿä
äðóãèõ.

Äëÿ îáìåíà çíà÷åíèÿìè ðåøåíèÿ â ñìåæíûõ ÿ÷åéêàõ è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñìåæíûõ
óçëàõ íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé êàæäûì ìîäóëåì èíèöèàëèçèðóþòñÿ îòëîæåííûå ïåðåäà÷à
è ïðèåì äàííûõ. Ïðè ýòîì áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíîé áëî÷íîé ñòðóêòóðå õðàíåíèÿ äàííûõ â
ïàìÿòè ïåðåñûëêà çíà÷åíèé â ñìåæíûõ ÿ÷åéêàõ è óçëàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç ôîðìèðîâàíèÿ
äîïîëíèòåëüíûõ áóôåðíûõ ìàññèâîâ (è áåç äîïîëíèòåëüíûõ íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ) ïðÿìûì
îáðàùåíèåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì óêàçàòåëÿì.

Òàê êàê z-êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, åå ïðîèçâîäíûå è çíà÷åíèÿ ëèìèòåðà äëÿ
ýòèõ ïðîèçâîäíûõ âû÷èñëÿþòñÿ â óçëàõ ñåòêè ïî ôîðìóëå (8) êàê ñóììà çíà÷åíèé íà ðåáðàõ,
ïðèëåãàþùèõ ê äàííîìó óçëó, òî ïðè ïàðàëëåëüíîì ñ÷åòå òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ
ýòèõ âåëè÷èí íà ðåáðàõ, îáðàáàòûâàåìûõ ðàçíûìè ìîäóëÿìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ êàæäûé èç
ìîäóëåé âû÷èñëÿåò ñóììó òîëüêî äëÿ ñâîåé ÷àñòè ðåáåð è ðàññûëàåò îòëîæåííûì ñïîñîáîì
ýòî çíà÷åíèå íà äðóãèå ìîäóëè, îáðàáàòûâàþùèå äàííûé óçåë. Çàòåì êàæäûé èç ìîäó-
ëåé ñóììèðóåò ïðèíÿòûå äàííûå è ïîëó÷àåò ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ â óçëå. Òàêàÿ ìåòîäèêà
îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíåå öåíòðàëèçîâàíîãî ðàñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé.

4.3. Ðàñ÷åò

Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè ïðîèçâîäèòñÿ ÿâíûì ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà: êàæäûé øàã ïî âðåìåíè ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ â ìîìåíòû
âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå âûáðàííîìó ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòû. Âåëè÷èíà î÷åðåäíîãî øàãà
ïî âðåìåíè äëÿ ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû â êàæäîé ïîäîáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè
óñëîâèÿ (7), à èç ýòèõ øàãîâ ïðè ïîìîùè ñðåäñòâ áèáëèîòåêè MPI âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëü-
íûé, ïðè êîòîðîì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåíî âî âñåé
ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà ðåøåíèÿ â î÷åðåäíîé âðåìåííîé òî÷êå âêëþ÷àåò â
ñåáÿ êàê ïåðåñ÷åò ðåøåíèÿ âíóòðè ÿ÷ååê ïîäîáëàñòè, òàê è âû÷èñëåíèå ëèìèòåðîâ äëÿ âñåõ
êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå îïåðàöèè ïî âû÷èñëåíèþ â óçëàõ ñåòêè ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ, åãî ãðàäèåíòà è ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷èòåëåé íàêëîíà. Âñå óêàçàííûå äåéñòâèÿ
òðåáóþò îáìåíà äàííûìè ìåæäó ñìåæíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ìîäóëÿìè, êîòîðûå âûïîë-
íÿþòñÿ â ðåæèìå îòëîæåííûõ çàïðîñîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïðîñòîÿ âû÷èñëèòåëåé. Çà-
ïèñü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà íà äèñê ïðîèçâîäèòñÿ áóôåðèçîâàííûì ñïîñîáîì. Â ñëó÷àå, êîãäà
âû÷èñëèòåëüíûé ìîäóëü âêëþ÷àåò íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð, ïîñëåäíèå äâà ïðèåìà
ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ðåàëüíóþ äîëþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî êîäà âî âðåìåíè èñ-
ïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Êðîìå òîãî, ðàñ÷åòû, âûïîëíÿåìûå âíóòðè îäíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî
ìîäóëÿ, â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ðàñïàðàëëåëåíû ïðè ïîìîùè òåõíîëîãèè OpenMP.
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5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ñîçäàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïðîòåñòèðîâàí íà ðÿäå ñòàíäàðòíûõ òåñòîâûõ çàäà÷
äâóìåðíîé èäåàëüíîé ÌÃÄ. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà, äåìîíñòðè-
ðóþùèå ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ìåòîäà è ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèò-
ìà, ïðèâåäåíû íèæå. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû RKDG ìåòîäîì âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî
ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè ñ HLLD ðàçíîñòíûìè ïîòîêàìè.

5.1. Âèõðü Îðçàãà-Òàíãà

Äàííàÿ çàäà÷à èëëþñòðèðóåò ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíûõ âîëí
[13]. Íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí � ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïðîñòðàíñòâó ãëàä-
êèå ôóíêöèè. Òåì íå ìåíåå äîñòàòî÷íî áûñòðî â ðåøåíèè ïîÿâëÿþòñÿ ðàçðûâû ïëîòíîñòè,
äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè. Áëàãîäàðÿ ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó â êà÷åñòâå ðàñ-
÷åòíîé îáëàñòè äîñòàòî÷íî âçÿòü åäèíè÷íûé êâàäðàò ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè. Èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå äàííûå

(ρ, v1, v2, v3, p, B1, B2, B3) =

= (
25

36π
, − sin 2πx2, sin 2πx1, 0,

5

12π
, − sin 2πx2, sin 4πx1, 0).

Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 5/3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîìó îäíîàòîìíîìó ãàçó. ×èñëî
Êóðàíòà âûáðàíî ðàâíûì C = 0.4, â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü òðåóãîëüíûå ñåòêè ðàçëè÷íîé
ïîäðîáíîñòè. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ âåêòîðà ìàãíèò-
íîé èíäóêöèè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.5, ïîëó÷åííûå íà ñåòêå èç 903222 òðåóãîëüíèêîâ.
Ìåòîä ïîêàçûâàåò âûñîêèé óðîâåíü ðàçðåøåíèÿ ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ, íå ñðàâíèìûé ñ ìåòî-
äàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñì. àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â [13]), ïðè÷åì ýòî êàñàåòñÿ íå òîëüêî
îáîñòðåíèÿ ðàçðûâîâ (â ñðåäíåì ðàçðûâû ðàçìàçàíû íà 2�3 ÿ÷åéêè), íî è âûÿâëåíèÿ ìåë-
êîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ â ðåøåíèè.

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè (ñëåâà) è ìîäóëÿ âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè (ñïðàâà) â
çàäà÷å î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà.

5.2. Ïàðàëëåëüíûå ðàñ÷åòû

Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íà ãèáðèäíîì âû÷èñëèòåëüíîì êëà-
ñòåðå Ê-100 Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ. Îöåíêà óñêîðåíèÿ
ïðîâîäèëàñü äëÿ ðåøåíèÿ íà ñåòêàõ èç 585508 è 903222 ýëåìåíòîâ. Äîëÿ ïàðàëëåëüíîãî êîäà
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â îïèñàííîì àëãîðèòìå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà ñîñòàâëÿåò 99.98% äëÿ
ñåòêè èç 585508 ýëåìåíòîâ è 99.99% � äëÿ 903222 ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî çàêîíó Àìäàëà [14]
òàêèå äîëè îãðàíè÷èâàþò ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå ðàñ÷åòîâ íà 256 ÿäðàõ îòíîñèòåëüíî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîé âåðñèè âåëè÷èíàìè 243 è 249 ðàç ñîîòâåòñòâåííî. Ðåøåíèå çàäà÷è íà ñåòêå
èç 903222 ýëåìåíòîâ íà îäíîì ÿäðå çàíÿëî 1843,8 ìèíóòû, íà 256 ÿäðàõ � 8,17 ìèíóòû
(óñêîðåíèå â 225.7 ðàçà). Íà ñåòêå èç 585508 ýëåìåíòîâ íà îäíîì ÿäðå � 720 ìèíóò, íà 256
ÿäðàõ � 3,68 ìèíóòû (óñêîðåíèå â 195.7 ðàçà).

Ðèñ. 4. Óñêîðåíèå ðàñ÷åòîâ â çàäà÷å î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ

Ðèñ. 5. Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà â çàäà÷å î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà íà ðàç-
ëè÷íûõ ñåòêàõ

Ðàñõîæäåíèå ðåàëüíîãî óñêîðåíèÿ ñ îöåíêîé ïî çàêîíó Àìäàëà îáúÿñíÿåòñÿ ãëàâíûì
îáðàçîì íå âëèÿíèåì ìåæìîäóëüíûõ îáìåíîâ, à ñïåöèôèêîé àïïàðàòíîé ñòðóêòóðû êëà-
ñòåðà. Âû÷èñëèòåëüíûå ìîäóëè êëàñòåðà Ê-100 ñãðóïïèðîâàíû ïî 11 íà âû÷èñëèòåëüíûé
óçåë (â îäíîÿäåðíîé êîíôèãóðàöèè ìîäóëÿ), êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðâåð
ñ äâóìÿ øåñòèÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè Intel Xeon 5670. Ïîäîáíàÿ ïëîòíîñòü âû÷èñëèòåëü-
íûõ ìîäóëåé â ðàñ÷åòå íà óçåë ïðèâîäèò ê êîíêóðåíöèè çàïðîñîâ ìîäóëåé îäíîãî óçëà ê
îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, à ñëåäîâàòåëüíî � ê áîëüøîìó ÷èñëó êýø-ïðîìàõîâ. Ýòî îñîáåííî
êðèòè÷íî äëÿ òåêóùåé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÌÃÄ âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè, ïîñêîëüêó êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè ñîîòâåòñòâóåò êàê ìèíèìóì 32 ÷èñëà ñ ïëàâàþùåé
òî÷êîé. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ ÷åðåç ðåáðà íà ÷åòûðåõ ÿä-
ðàõ óñêîðÿåòñÿ â 3,8 ðàçà, â òî âðåìÿ êàê ïðîöåäóðà êîïèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïðåäûäóùåãî
ñëîÿ íà íîâûé � òîëüêî â 2,1 ðàçà. Ñïåöèôèêà àïïàðàòíîé ñòðóêòóðû êëàñòåðà Ê-100 îáú-
ÿñíÿåò è íàáëþäàåìîå íà ðèñ. 4 è ðèñ. 5 ñâåðõëèíåéíîå óñêîðåíèå ðàñ÷åòîâ, âîçíèêàþùèå íà
2 è 4 ÿäðàõ. Â ýòîì ñëó÷àå íå âîçíèêàåò êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè
ìîäóëÿìè îäíîãî óçëà, ïðè÷åì ÷àñòü îáìåíîâ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåçàíÿòûìè â ðàñ÷åòå
ðåñóðñàìè óçëà.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
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î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà íà ñåòêàõ èç 585508 è 903222 ýëåìåíòîâ. Òàêæå ïðåäñòàâëåí ãðàôèê
óñêîðåíèÿ ñîãëàñíî çàêîíó Àìäàëà äëÿ 99.98% ïàðàëëåëüíîãî êîäà è ãðàôèê ëèíåéíîãî
óñêîðåíèÿ. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ýôôåêòèâíîñòè (îòíîøåíèå óñêîðåíèÿ ê ÷èñëó
çàäåéñòâîâàííûõ ÿäåð) ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ, ýôôåêòèâíîñòè
ñîãëàñíî çàêîíó Àìäàëà äëÿ 99.98% ïàðàëëåëüíîãî êîäà è ýôôåêòèâíîñòè ïðè ëèíåéíîì
óñêîðåíèè. Âèäíî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïîëüçóå-
ìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òðóäîåìêîñòè çàäà÷è. Â öåëîì ìå-
òîä ïîêàçûâàåò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ è õîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü
âïëîòü äî ñîòåí çàäåéñòâîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ñîçäàí àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ðàç-
ðûâíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèííà, îñíîâûâàþùèéñÿ íà ìåòîäàõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà (HLL, HLLC, HLLD). Ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ìîíîòîíèçàöèè ñõå-
ìû, ââåäåíà ïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ, ïîçâîëÿþùàÿ â ñëó÷àå ìåòîäîâ
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïîëó÷àòü áåçäèâåðãåíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ. Ïðîòåñòèðîâàí ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè.
Òåñòîâàÿ çàäà÷à î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà ïîêàçûâàåò âûñîêèé óðîâåíü ðàçðåøåíèÿ ðàçðûâîâ
è ìîíîòîííîñòü ïîëó÷àåìîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ñîçäàíà è ïðîòåñòèðîâàíà ïàðàëëåëüíàÿ
âåðñèÿ ïðîãðàììû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ñèñòåì ñ
ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ MPI. Ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è, ïîêàçûâàþùèå âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü è
õîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà.
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