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Предлагается модификация метода декомпозиции Шварца для дифференциальных 

уравнений переноса, содержащих производные дробного порядка. Доказывается схо-

димость метода. Приводятся описание численной схемы и схемы распараллеливания, 

а также оценка эффективности предлагаемого параллельного алгоритма.  

1. Введение 

Методы декомпозиции расчетной области являются основой для построения большинства 

современных параллельных алгоритмов, нацеленных на решение практических задач в геомет-

рически сложных областях. Обширный класс таких методов образуют методы Шварца, отно-

сящиеся к группе итерационных методов подструктур [1]. В методах Шварца решение задачи 

строится независимо в пересекающихся или непересекающихся подобластях, а для согласова-

ния этих решений организуется итерационный процесс. При этом после каждой итерации про-

исходит обмен внутренними граничными условиями между соседними подобластями.  

В классическом методе Шварца на внутренних границах выставляются граничные условия 

первого рода (условия Дирихле). Недостатком такого подхода является низкая скорость сходи-

мости итерационного процесса, а в случае неперекрывающихся областей сходимость может 

вообще отсутствовать [2]. Эти недостатки преодолены в оптимизированном варианте метода 

[3]. При этом граничные условия Дирихле заменены на искусственные граничные условия, со-

держащие линейные дифференциальные операторы специального вида.  

Первоначально метод Шварца был разработан для решения уравнений эллиптического ти-

па, однако впоследствии он был распространен и на уравнения гиперболического и параболи-

ческого типов. В работе [4] показывается, что использование оптимизированного метода 

Шварца для решения классического уравнения диффузии приводит к тому, что дополнитель-

ный оператор, входящий во внутренние граничные условия, становится нелокальным по вре-

мени. Для преодоления этого недостатка в [4] предложены различные способы приближения 

нелокального оператора локальным, сохраняющим сходимость итерационного процесса.  

В данной работе показывается, как методы Шварца могут быть адаптированы для решения 

уравнений переноса, содержащих частные производные дробного порядка по времени [5]. В 

настоящее время наиболее хорошо исследованным видом таких уравнений являются дробно-

дифференциальные уравнения аномальной диффузии, позволяющие описывать как аномально 

медленные (субдиффузия), так и аномально быстрые (супердиффузия) процессы переноса. Та-

кие процессы наиболее часто наблюдаются в неоднородных сложных средах, таких как порис-

тые и трещиновато-пористые среды, перколяционные кластеры и самоподобные фрактальные 

среды, турбулентные потоки жидкости, газа и плазмы и многие другие [6]. Как правило, ано-

мальный перенос обусловлен эффектами памяти, пространственной нелокальности и переме-

жаемости.  

Следует отметить, что поскольку производная дробного порядка является нелокальным ин-

тегро-дифференциальным оператором, численное моделирование по дробно-

дифференциальным моделям требует весьма значительных вычислительных  ресурсов. При 

этом, если уравнение содержит дробную производную по времени, то объем вычислений будет 

линейно расти с ростом номера временного слоя. Указанная проблема является одним из фак-

торов, сдерживающих внедрение дробно-дифференциальных моделей в практику современных 

инженерных расчетов. Поэтому разработка параллельных алгоритмов решения этих задач 

представляется весьма актуальной. 
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2. Модификация метода Шварца для уравнения диффузии дробного 

порядка 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения диффузии дробного порядка  
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где ),( ∞−∞=Ω , функция y ограничена в Ω , D – коэффициент аномальной диффузии, 
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– левосторонняя частная производная дробного порядка α по t  типа Римана-Лиувилля [5].  

Разобьем область Ω  на две, возможно неперекрывающиеся, подобласти ],(1 L−∞=Ω  и 

),0[2 ∞=Ω , 0≥L  (см. Рис. 1). Обозначим приближение к искомой функции ),( txy  в подобла-

сти 1Ω  через ),( txu , а в области 2Ω  – через ),( txv . Запишем задачу (1) отдельно для каждой 

подобласти: 
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Решение задачи (1) может быть получено композицией решений u и v. Следуя [4], поста-

вим на внутренних границах областей 0=x  и Lx =  следующие граничные условия: 
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где оператор B имеет вид, соответствующий аномальному диффузионному потоку: 
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DB , а 1Λ  и 2Λ  – некоторые линейные операторы, действующие по переменной t  и 

подлежащие определению.  

Для системы (2),(3) можно записать следующий итерационный процесс:  
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Операторы 1Λ  и 2Λ  должны выбираться так, чтобы гарантировать сходимость итерацион-

ного процесса (4). 
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Рис. 1. Схема декомпозиции области 

Обозначим через ),(),(),( txutxutx
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nn −=ψ  соответствующие 

ошибки на n-ой итерации. В силу линейности всех операторов, для определения ошибок из (2)-

(4) получаем следующий итерационный процесс: 
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Сходимость итерационного процесса (5) к нулю независимо от начального приближения гаран-

тирует сходимость исходного процесса (4). Из этого условия и могут быть найдены операторы 

1Λ  и 2Λ .  

Обозначим через ),(
~

sxy  преобразование Лапласа от функции ),( txy  по времени: 
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Разрешая уравнения (6) с учетом ограниченности функций ϕ
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)(sρ  тождественно обращается в нуль. Из (8) следует, что в этом случае 0),0(
~

),0(
~ 22 =ψ=ϕ ss , 

что с учетом (7) дает )(0),(
~2

Lxsx <=ϕ  и )0(0),(
~ 2 >=ψ xsx . Таким образом, условие (9) 

обеспечивает сходимость итерационного процесса (5) за две итерации независимо от начально-

го приближения и глубины перекрытия L. 

Применяя к (9) обратное преобразование Лапласа, находим искомые операторы: 
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Можно показать, что при разбиении исходной области на N подобластей такой способ вы-

бора операторов гарантирует сходимость итерационного процесса метода Шварца за N шагов. 

3. Численная схема алгоритма 

Теперь рассмотрим некоторые особенности численной реализации описанного в предыду-

щем разделе метода декомпозиции для случая ограниченной области ]1,1[−=Ω .  

В качестве модельной будем рассматривать следующую первую начально-краевую задачу 

для уравнения диффузии дробного порядка:  
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Для простоты будем полагать, что область Ω разделяется на две равные подобласти без пе-

рекрытия: [ ]0,11 −=Ω  и [ ]1,02 =Ω . Как и ранее, решение задачи в области 1Ω  обозначим через 

),( txu , а в области 2Ω  – через ),( txv . На внутренней границе подобластей ставим стыковоч-

ные граничные условия вида (3) с операторами (10).  

Каждую подобласть разобьем равномерной конечно-разностной сеткой с шагом x∆  и чис-
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Аналогично (4), в каждой подобласти организуем итерационный вычислительный процесс. 

С учетом конечно-разностной аппроксимации, для 1Ω∈x  имеем: 
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Здесь обозначено .,,2 ,0,1,0,1,,,1,,1,
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ве начального приближения используем значение с предыдущего временного слоя: 1,
0
, −= jiji uu , 

,...2,1=j . Отметим, что в (12) итерационный процесс организуется только для временного слоя 

jt . На всех предыдущих временных слоях процесс считается сошедшимся, поэтому у сеточных 

функций на этих слоях индекс номера итерации отсутствует.  

Аналогично (12), записывается итерационный процесс в области 2Ω  для функции ),( txv . 
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Данная система легко может быть решена методом прогонки.  

Аналогичная система записывается в области 2Ω  для вектора неизвестных 
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4. Параллельный алгоритм и оценка его эффективности 

Теперь приведем формальное описание параллельного алгоритма, порождаемого числен-

ной схемой из предыдущего раздела.  

Пусть имеется p вычислительных модулей (процессоров или ядер) одинаковой производи-

тельности. В этом случае расчетная область разбивается на p неперекрывающихся подобластей 

одинакового размера и каждый вычислительный модуль отвечает за расчет своей подобласти. 

Так как внутреннее граничное условие содержит производную по пространству, каждый вы-

числитель на каждом временном слое со стороны каждой внутренней границы должен иметь 

две вспомогательные переменные для хранения значений, передаваемых с соседней подобласти 

(например, для первой подобласти – это значения 1
,0
−n
jv  и 1

,1
−n
jv , см.(14)). Важно отметить, что в 

отличие от классических уравнений переноса, при расчете аномальной диффузии необходимо 

сохранять значения вектора неизвестных на всех временных слоях. Далее выполняются сле-

дующие действия. 

1) На основании исходных данных задачи и параметров сетки все вычислители параллель-

но рассчитывают коэффициенты матрицы A.   

2) На каждом вычислителе организуется глобальный цикл по временным шагам. На нуле-

вом шаге вектор искомых значений заполняется в соответствии с начальным условием. 

3) Для произвольного j-го временного шага выполняются следующие действия. 

а) Вычисляются новые коэффициенты 
)(α

jw  и 
)(β

jw . 

б) На каждом вычислителе организуется внутренний итерационный процесс.  
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в) Вычислители, отвечающие за расчет соседних подобластей, обмениваются двумя 

приграничными значениями. При этом на первом итерационном шаге пересылаются 

значения с предыдущего временного слоя, а на последующих итерационных шагах – 

значения с предыдущей итерации. 

г) На первом итерационном шаге каждый вычислитель по формулам вида (14) парал-

лельно вычисляет вектор правой части системы. На последующих итерациях пере-

считываются только первый и последний элементы вектора F, соответствующие 

внутренним границам.  

д) Каждый вычислитель параллельно решает свою систему методом прогонки.  

е) Если номер итерации меньше p, повтор с шага б), иначе переход на новый времен-

ной слой и повтор с шага 3). 

 Проведем теоретическую оценку эффективности этого алгоритма. Пусть, для простоты, 

0),( =txf . Если число узлов сетки в каждой подобласти равно 1+M , то расчет элементов век-

тора F на j-ом временном слое на первом итерационном шаге требует для внутренней подобла-

сти )3)(12(2 ++ Mj  операций, а на последующих итерациях – 8 операций. Трудоемкость реше-

ния системы методом прогонки составляет )1(9 +M . Тогда трудоемкость расчета j-го времен-

ного слоя для p вычислителей за p итераций без учета затрат на передачу данных составит 

)1(9)1(8)3)(12(2 ++−+++= MppMjTp . 

Трудоемкость реализации алгоритма на одном вычислителе (в этом случае внутренние итера-

ции отсутствуют) составит 

)1(9]2)1)[(12(21 ++−++= MppMjT . 

Для ускорения параллельного алгоритма имеем 

)1)(12(2

)1(8

)12(2

9

1

2
1

)12(2

9

1

2

1

++

−
+

+
+

+
+

+
+

+
−

=≡

Mj

p

j

p

M

j

p

M
p

T

T
S

p
p .    (15) 

Как правило, 1>>M  и оценка (15) упрощается:  

)12(2

9
1

)12(2

9

+
+

+
+

≈

j

p

j

p
p

S p .     (16) 

Из (16) видно, что для больших временных слоев алгоритм имеет асимптотически линейное 

ускорение pS p ~  при ∞→j . 
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