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В работе рассмотрены подходы к решению задачи линейного программирования
с произвольно заданной точностью. Абсолютная точность вычислений достига-
ется применением в алгоритмах симплекс-метода дробно-рациональных вычис-
лений без округления. Если при этом m – минимальная из размерностей за-
дачи, l – число бит, необходимых под один численный элемент исходных дан-
ных, то пространственная сложность алгоритма не превосходит 4lm4 + o(m3),
при этом вычислительная сложность одной итерации симплекс-метода не пре-
восходит O(lm4), а эффективность распараллеливания (т.е. отношение ускоре-
ния к числу процессоров) в предложенной реализации параллельного алгоритма
составляет в асимптотике 100%. Известные полиномиальные алгоритмы в ли-
нейном программировании предполагают приближенные вычисления с наперед
заданной точностью, которые могут быть реализованы с помощью представле-
ния данных в формате с плавающей точкой необходимой длины. Представлены
результаты вычислительных экспериментов на основе реализаций параллельных
версий алгоритмов решения задач линейного программирования.

1. Введение

В настоящее время широко распространены предрассудки, не основанные на доказа-
тельствах и порождающие ошибки в расчетах: (1) распространение свойства ассоциативно-
сти операций сложения и умножения в поле действительных чисел на конечное множество
машинных “действительных” чисел; (2) распространение свойства непрерывной зависимо-
сти от параметров решения системы, полученной после «эквивалентных» преобразований,
на исходную систему имеют популярные коммерческие пакеты MatLab, MathCad и т.п., а так-
же свободно распространяемый пакет SciLab. Использование в вычислениях разного числа
процессоров во многих случаях дает существенно различающиеся результаты, демонстри-
руя необходимость доказательных вычислений (см. работы [1], [2], [3], [4] [5]).

Потенциал имеющихся пакетов, поддерживающих символические вычисления, не поз-
воляет решать реальные проблемы математического и имитационного моделирования. Воз-
можность обеспечения вычислений с произвольной точностью в программах пользователя
дает библиотека GMP [6]. Однако, ее использование требует от пользователя разработки
собственного интерфейса для организации распределенных и параллельных вычислений [7].
Развитием библиотеки GMP является библиотека ExactComputational [8], которая предостав-
ляет своим объектам возможность их использования в параллельных вычислениях.

Ориентация на применение многопроцессорных вычислительных систем в составе пер-
сональных компьютеров или рабочих станций (параллельные вычисления) и на применение
сетевых технологий (распределенные вычисления) требует разработки новых параллель-
ных методов их решения. Они должны быть лишены недостатков «традиционных» мето-
дов таких, например, как последовательный характер вычислений. Анализ способов распа-
раллеливания показывает эффективность распараллеливания «по информации». Поэтому,
весьма перспективной становится SPMD-технология программирования (Single Program -
Multiple Data). При этой технологии вычислительный процесс строится на основе един-
ственной программы, запускаемой на всех процессорах вычислительной системы или на
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многих станциях локальной сети. Копии программы могут выполняться по разным вет-
вям алгоритма, обрабатывая подмножества данных. Неизбежна синхронизация во времени
и при обработке общих данных. Данная идеология используется в стандарте MPI (Message
Passing Interface [9]). Такая технология параллельного программирования и обусловила раз-
работку соответствующих методов. В то же время не отрицаются известные традиционные
методы, сокращающие общее число операций и исключающие перебор. Иной методологи-
ческий подход открывает дорогу к решению задач большой размерности и эффективной
параллельной работе многих процессоров.

Ранее авторами разработаны алгоритмы и программное обеспечение для абсолютно точ-
ного решения систем линейных алгебраических уравнений [10] и вычисления обобщенной
обратной матрицы Мура-Пенроуза [11] на многопроцессорных вычислительных системах
c использованием классов overlong и rational из библиотеки ExactComputational [8]. Теоре-
тическое и практическое исследование данного программного обеспечения демонстрирует
высокую эффективность использования многопроцессорных вычислительных систем.

Целью работы является развитие программного обеспечения безошибочных дробно-
рациональных и приближенных вычислений, обеспечивающих заданную гарантированную
оценку погрешности, для параллельных и распределенных вычислительных систем и его
применение для решения задач линейного программирования.

2. Техника реализации симплекс-метода

Применение симплекс-метода для практических задач линейного программирования
остается вне конкуренции, несмотря на появившиеся полиномиальные алгоритмы. В насто-
ящее время используются две техники реализации симплекс-метода:

• метод симплекс таблиц;

• метод обратной матрицы (модифицированный симплекс метод).

Для сохранения целостности изложения приведем их особенности на примере задачи
линейного программирования

max
{
cTx : Ax = b ≥ 0, x ≥ 0; c, x ∈ Rn; b ∈ Rm

}
. (1)

2.1. Метод симплекс-таблиц

Данный метод на итерации k пересчитывает симплекс-таблицу

S(k) =

Z(k) = cTB(k)B(k)−1b z(k) = −cT + cTB(k)B(k)−1A

XB(k) = B(k)−1b B(k)−1A

где B(k) – базисная матрица, содержащая все относящиеся к базисным переменным k-й
итерации столбцы матрицы A (базисные столбцы); cB(k) – вектор коэффициентов целевой
функции, относящихся к базисным переменным k-й итерации. При этом левый столбец
симплекс-таблицы содержит вектор XB(k) = B(k)−1b значений базисных переменных k-й
итерации и значение Z(k) целевой функции на этом решении. Столбцы матрицы S, соот-
ветствующие базисным переменным, являются ортами (т.е. из них может быть составлена
единичная матрица). Верхняя строка содержит вектор z(k) = −cT + cTB(k)B(k)−1A невязок
двойственной задачи. Значения элементов строки z(k), относящиеся к базисным столбцам
являются нулевыми.
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Критерием оптимальности текущего базисного решения является неотрицательность
вектора z. Если же существует небазисная переменная xi : z

(k)
i < 0, то ее введение в число

базисных приведет к увеличению целевой функции задачи. В этом случае если множество
L = {l : S

(k)
li > 0} = ∅, то целевая функция задачи неограничена, иначе введение перемен-

ной xi в число базисных приведет к увеличению целевой функции на величину

∆i = −
XB(k)l∗

· z(k)i

S
(k)
l∗i

, где l∗ = arg min
l∈L

XB(k)l∗

S
(k)
li

. (2)

Переход от таблицы k-й итерации к таблице (k+1)-й итерации осуществляется примене-
нием процедуры исключения Жордана-Гаусса для столбца i (ведущего столбца), используя
в качестве ведущей строку l∗

(∀l = 0, 1, 2, . . . ,m; j = 0, 1, 2, . . . , n)



S
(k+1)
lj =





S
(k)
lj −

S
(k)
l∗j

S
(k)
l∗i

S
(k)
li , если l 6= l∗,

S
(k)
l∗j

S
(k)
l∗i

, если l = l∗



. (3)

Легко заметить, что выполнение итерации, включая пересчет симплекс-таблицы, потребует
не более (m+n) операций деления и сравнения, а также не менееm(n+1) операций сложения
и умножения. Алгебраическая пространственная сложность табличного симплекс-метода в
основном определяется числом операндов в симплекс-таблице, т.е. равна mn+O(m).

2.2. Метод обратной матрицы

В данном методе, в отличие от табличного, на каждой итерации вместо пересчета
симплекс-таблицы пересчитывается матрица B(k)−1 . Наличие обратной матрицы позво-
ляет для текущего базиса легко находить y(k)T = cTB(k)B(k)−1 – соответствующее решение
двойственной задачи. Текущий базис является оптимальным если соответствующее ему
двойственное решение допустимо: y(k)TA ≥ cT . Если же в матрице A найдется столбец
Ai(k) : y(k)TAi(k) < ci(k), то введение его в число базисных приведет к увеличению целевой
функции.

Образом столбца Ai(k) в симплекс-таблице S(k) будет вектор g = B(k)−1Ai(k). Поэтому
ведущей строкой, определяющей выводимый из базиса столбец, будет

r = arg min
l: gl>0

XB(k)l

gl
, (4)

а новые значения базисных переменных равны

(∀l = 1, 2, . . . ,m)


XB(k+1)l

=





XB(k)l
− gl
gr
XB(k)r

, если l 6= r,

XB(k)l

gr
, если l = r;


 . (5)

Базисные матрицы B(k) =
(
b
(k)
lj

)m
l,j=1

и B(k+1) =
(
b
(k+1)
lj

)m
l,j=1

отличаются только r-м столб-

цом, поэтому элементы обратной матрицы B(k + 1)−1 =
(
β
(k+1)
lj

)m
l,j=1

следующим образом

вычисляются через элементы матрицы B(k)−1 =
(
β
(k)
lj

)m
l,j=1

β
(k+1)
lj =





β
(k)
lj −

gl
gr
β
(k)
rj , если l 6= r,

1

gr
β
(k)
rj , если l = r.

(6)
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Оценим алгебраическую вычислительную сложность рассматриваемого метода. Оче-
видно, что в общем случае на заключительной итерации потребуется проверка всех n огра-
ничений двойственной задачи, для чего потребуется не более mn операций умножения и
m(n− 1) операций сложения. На промежуточных итерациях для установления недопусти-
мости двойственного решения эта величина как правило является существенно меньшей.
Пересчет обратной матрицы потребует не более m операций деления, не более m2 опера-
ций умножения и не более (m2 − 1) операций сложения/вычитания. Поскольку m < n,то
затраты вычислительных ресурсов на пересчет обратной матрицы могут быть существенно
ниже затрат на пересчет симплекс-таблицы. Алгебраическая пространственная сложность
метода обратной матрицы определяется числом элементов в исходных данных и в обратной
матрице, т.е. равна mn+m2 +O(m), т.е. больше чем в табличном симплекс-методе.

2.3. Сопоставление методов

Подводя итог изложенному, делаем вывод, что применение метода обратной матрицы
оправдано когда

• требуется найти решение двойственной задачи;

• число n существенно превосходит m;

• матрица A разрежена;

• возможна оптимизация проверки допустимости двойственного решения.

Отметим, что алгебраическая сложность дает адекватные оценки используемого вы-
числительного ресурса только когда все операнды имеют одинаковую длину, например, при
использовании стандартных типов данных. При выполнении дробно-рациональных вычис-
лений без округления память необходимая для операндов динамически изменяется (как
правило возрастает), поэтому в этом случае более адекватными являются оценки фактиче-
ски достаточного объема памяти и числа элементарных операций с битами. Эти величины
принято называть битовой сложностью (пространственной и вычислительной соответствен-
но).

2.4. Битовая сложность абсолютно точной реализации симплекс-метода

Практическая реализуемость вычислений без округления, в частности, безошибочно-
го решения задачи линейного программирования, определяется требуемыми для вычисле-
ний ресурсами: числом бит оперативной памяти и количеством операций с битами. Далее
через S(λ) будем обозначать число бит, требуемое для представления объекта λ, а через
C(λ) – число битовых операций, выполненных при нахождении представления объекта λ.
Например, число бит, требуемое для представления целых чисел будет равно S(0) = 1,
(∀z ∈ Z \ {0})S(z) = dlog2 |z|e. Число бит, требуемое для представления рационального
числа r = p/q, p, q ∈ Z имеет верхнюю оценку S(r) ≤ O(S(p) + S(q)).

Легко проверить, что если S(p), S(q) – память, требуемая для представления раци-
ональных чисел p, q, то память, требуемая для представления результата арифметиче-
ской операции ◦ ∈ {+,−, /,×} над данными числами будет S(p ◦ q) ≤ S(p) + S(q). Для
битовой вычислительной сложности выполнения операции ◦ ∈ {+,−, /,×} с помощью
классических арифметических алгоритмов (умножение/деление столбиком) справедлива
оценка C(p ◦ q) ≤ S(p)S(q). Использование алгоритмов быстрого умножения дает оценку
C(p ◦ q) ≤ S(p) + S(q), которая будет использована в работе.

Оценим число бит оперативной памяти достаточное для решения задачи линейного
программирования с применением вычислений без округления. Поскольку как элементы
симплекс-таблицы, так и элементы обратной матрицы являются решениями систем линей-
ных алгебраических уравнений, то сначала найдем число бит, требуемое для представления
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определителя матрицы с элементами, имеющими заданную верхнюю оценку пространствен-
ной сложности.

Утверждение 1 Пусть B = (bij) – целочисленная m×m матрица, l = max
i,j=1,2,...,m

S(aij).

Тогда
S(detA) ≤ n(log2m+ l).

Доказательство. Рассмотрим верхнюю оценку абсолютной величины определителя

|detB| =
∣∣∣∣∣
∑

σ

m∏

k=1

bkσ(k)

∣∣∣∣∣ ≤
∑

σ

m∏

k=1

∣∣∣bkσ(k)
∣∣∣ ≤ m!Lm ≤ (mL)m,

где L = max{|bij | : i, j = 1, 2, . . . ,m}.
Из данной оценки следует S(detB) = log2 | detB| ≤ m(log2m+ l)

Утверждение 2 Пусть B = (bij) – m ×m рациональная матрица, l = max
i,j=1,2,...,m

S(bij).

Тогда S(detB) ≤ m(log2m+ (2m+ 1)l).

Доказательство. Пусть Kr равно наименьшему общему всех кратному всех знаменате-
лей строки r = 1, 2, . . . ,m матрицы B. Очевидно, что S(Kr) ≤ lm. Пусть K представляет
диагональную матрицу: diag(K) = {Kr : r = 1, 2, . . . ,m}. Рассмотрим матрицу B̃ = KB.
Данная матрица является целочисленной. Верхняя оценка числа бит, необходимых для од-
ного элемента матрицы B̃, имеет вид

l̃ = max
i,j=1,2,...,m

S(b̃ij) = max
i,j=1,2,...,m

S(Kibij) ≤ l(m+ 1).

Принимая во внимание утверждение 1, а также log2 | detK−1| ≤ lm, получим

S(detB) = S
(
detK−1 · det(B̃)

)
≤ m(log2m+ (2m+ 1)l)

Из формул Крамера для систем линейных алгебраических уравнений и доказанных утвер-
ждений вытекает

Утверждение 3 Если один численный элемент исходных данных имеет пространствен-
ную сложность не более l, то

• элементы симплекс-таблицы и обратной матрицы имеют пространственную слож-
ность не более 4lm2 + lm+m log2m+ 1;

• столбец симплекс-таблицы и обратной матрицы имеют пространственную слож-
ность не более 4lm3 + lm2 +m2 log2m+m;

• для представления симплекс-таблицы достаточно 4lm3n+ o(lm2n) бит;

• для представления обратной матрицы достаточно 4lm4 + o(lm3) бит.

Поскольку m < n, а наиболее критическим ресурсом при использовании точных дробно-
рациональных вычислений является память, то целесообразным является использование
метода обратной матрицы.

3. Параллельные версии симплекс метода

3.1. Метод симплекс-таблиц

Для реализации метода симплекс-таблиц наиболее подходящей является декомпозиция
симплекс-таблицы по столбцам на число блоков равное числу процессоров N . Все столбцы
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Процесс K = 1, 2, . . . , N

S00 = Z zd (K−1)n
N

e+1
zd (K−1)n

N
e+2

· · · zdKn
N
e

S10 = XB1 S1d (K−1)n
N

e+1
S1d (K−1)n

N
e+2

· · · S1dKn
N
e

S20 = XB2 S2d (K−1)n
N

e+1
S2d (K−1)n

N
e+2

· · · S2dKn
N
e

...
...

...
. . .

...

Sm0 = XBm Smd (K−1)n
N

e+1
Smd (K−1)n

N
e+2

· · · SmdKn
N
e

Рис. 1. Декомпозиция симплекс-таблицы по процессорам

симплекс-таблицы, за исключением левого столбца, делятся в равных пропорциях между N
процессами, левый столбец т.е. вектор значений базисных переменных и значение целевой
функции на нем, рассылаются всем процессам и обрабатываются ими независимо. Пример
разбиения симплекс-таблицы S на блоки S(K), K = 1, 2, . . . , N представлен на рис. 1.

Принятые соглашения позволяют предложить следующую параллельную реализацию
итерации метода симплекс-таблиц.

Алгоритм TabularSimplex

k-я итерация

• Данные: симплекс-таблица S(K) для каждого процесса K = 1, 2, . . . , N .

• Шаг 1. Каждому процессу K = 1, 2, . . . , N найти столбец iK : ziK < 0. Если столбец
iK не найден, то вернуть ”Пусто”, иначе найти строку

lK = arg min
l: Sl iK

>0

XBl

Sl iK
.

Если строка lK не найдена, то завершить выполнение всех процессов и вернуть ”Не огра-
ничена”. В противном случае вычислить значение ∆iK = −XBlKziK/SlK iK .
Комментарий. При выполнении данного шага будет либо установлена неразреши-
мость задачи, либо найдены данные для изменения базиса: ведущий столбец iK –
кандидат для ввода в базис, ведущая строка lK , определяющая столбец выводимый
из базиса, и приращение целевой функции ∆iK , – либо установлено отсутствие та-
ких кандидатов.

• Шаг 2. Если {K : ∃iK} 6= ∅, то определить ведущий процесс

K∗ = arg max
K: ∃iK

∆iK

и прийти на Шаг 3. Иначе каждому процессу K = 1, 2, . . . , N для

k = d(K − 1)n

N
e+ 1, d(K − 1)n

N
e+ 2, . . . , dKn

N
e

положить

xk =





XBl, если (Slk = 1)
∧

((∀i = 0, 1, . . . , l − 1, l + 1, . . . ,m)Sik = 0) ,

0, в противном случае.
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Таблица 1. Алгебраический вычислительный ресурс реализаций метода симплекс-таблиц

Один процессор N процессоров

Количество Количество Нагрузка

Оператор алгебраических пересылаемых на один

операций операндов процесс

Проверка условия оптимальности [1, n] – [1, n/N ]

Определение ведущей строки 2m+ n+ 2 – 2m+ n/N + 2

Выбор ведущего процесса – N dlog2Ne

Пересылка ведущего столбца – m+ 2 –

Пересчет симплекс-таблицы 2(m+ 1)(n+ 1) – 2m(1 + n/N)

Итого:
[1, n] + 2mn+

4(m+ n+ 1)
m+N + 2

[1, n/N ]+

2(n/N)(m+ 1)+

4m+ 2 + log2N

Вернуть x – оптимальное решение задачи, Z – оптимальное значение целевой функ-
ции.
Комментарий. При выполнении данного шага будет либо установлена оптималь-
ность текущего базисного решения задачи и возвращены найденные оптимальные
решение и значение целевой функции, либо найден ведущий процесс и продолжен про-
цесс оптимизации.

• Шаг 3. Ведущему процессу K∗ передать остальным процессам ведущий столбец

SiK∗ =
(
ziK∗ , S1iK∗ , S2iK∗ , . . . , SmiK∗

)T

и номер ведущей строки lK∗ .

• Шаг 4. Каждому процессу K = 1, 2, . . . , N пересчитать по формуле (3) симплекс-
таблицу S(K). Перейти к следующей итерации.

• Конец алгоритма

Из изложенного выше видно, что описание параллельной версии табличного симплекс-
метода не намного сложнее чем для обычного алгоритма. При этом используется одна ши-
роковещательная коммуникация между процессами при нахождении ведущего процесса K∗

для обмена значениями ∆iK , K = 1, 2, . . . , N и одна широковещательная коммуникация для
передачи ведущего столбца SiK∗ и числа lK∗ . В таблице 3.1 приведена сводка требуемого
алгебраического (т.е. количества используемых алгебраических операций) вычислительно-
го ресурса для последовательной и параллельной реализаций метода симплекс-таблиц. Из
таблицы и описания алгоритма видно, что процессоры загружены равномерно, а эффек-
тивность распараллеливания растет с ростом сложности задачи, достигая в пределе 100%.

3.2. Метод обратной матрицы

Из описания метода обратной матрицы следует, что максимальный эффект от рас-
параллеливания при поиске вводимой в базис переменной достигается при декомпозиции
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исходных данных: вектора cT и матрицы A, – по столбцам в равных пропорциях между
процессорами на блоки

c(K)T =

(
cd (K−1)n

N
e+1

cd (K−1)n
N

e+2
· · · cdKn

N
e

)
, K = 1, 2, . . . , N ; (7)

A(K) =




a1(d (K−1)n
N

e+1
) a1(d (K−1)n

N
e+2
) · · · a1(dKn

N
e)

a2(d (K−1)n
N

e+1
) a2(d (K−1)n

N
e+2
) · · · a2(dKn

N
e)

...
...

. . .
...

am(d (K−1)n
N

e+1
) am(d (K−1)n

N
e+2
) · · · am(dKn

N
e)




, K = 1, 2, . . . , N. (8)

При этом предполагается. что вектор двойственных переменных y размещен в каждом про-
цессе K = 1, 2, . . . , N .

Эффект от распараллеливания при пересчете обратной матрицы B−1 будет максималь-
ным при ее декомпозиции по строкам в равных пропорциях на блоки по числу процессов

B−1(K)=




b(d (K−1)m
N

e+1
)
1

b(d (K−1)m
N

e+1
)
2
· · · b(d (K−1)m

N
e+1
)
m

b(d (K−1)m
N

e+2
)
1

b(d (K−1)m
N

e+2
)
2
· · · b(d (K−1)m

N
e+2
)
m

...
...

. . .
...

b(dKm
N
e)1 b(dKm

N
e+2)2 · · · b(dKm

N
e+2)m




, K = 1, 2, . . . , N. (9)

Из описания метода обратной матрицы следует целесообразность декомпозиции вектора
базисных переменных XB и вектора g по таким же блокам строк

XB(K) =




xBd (K−1)m
N

e+1

xBd (K−1)m
N

e+2

...

xBdKm
N
e




; cB(K) =




cBd (K−1)m
N

e+1

cBd (K−1)m
N

e+2

...

cBdKm
N
e




;

g(K) =




gd (K−1)m
N

e+1

gd (K−1)m
N

e+2

...

gdKm
N
e




; K = 1, 2, . . . , N. (10)

Способ (9) декомпозиции обратной матрицы по процессам позволяет каждому процессу
вычислить субвектор двойственных переменных

y(K) =
(
B(K)−1

)T
cB(K). (11)

Очевидно, что вектор действенных переменных

y =
N∑

K=1

y(k).

Изложенное выше позволяет предложить следующую параллельную реализацию ите-
рации метода обратной матрицы.
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Алгоритм InvBasMatrSimplex

k-я итерация

• Данные: в каждом процессе K = 1, 2, . . . , N размещены
y – вектор двойственных переменных,
M(K) – вектор номеров базисных переменных процесса,
XB(K) – вектор значений базисных переменных процесса,
cB(K) – вектор значений коэффициентов целевой функции при базисных переменных
процесса,
A(K) – блок матрицы ограничений процесса,
c(K)T – блок коэффициентов целевой функции процесса,
B−1(K) – блок обратной матрицы процесса.

• Шаг 1. Каждому процессу K = 1, 2, . . . , N найти столбец

iK : ziK = A(K)TiKy − c(K)iK < 0.

Если столбец iK не найден, то вернуть ”Пусто”.

• Шаг 2. Если {K : ∃iK} 6= ∅, то определить ведущий процесс

Kc = arg min
K: ∃iK

ziK .

и прийти на Шаг 3. Иначе сформировать решение задачи: положить x[1 : n] = 0,
каждому процессу K = 1, 2, . . . , N для

r = d(K − 1)m

N
e+ 1, d(K − 1)m

N
e+ 2, . . . , dKm

N
e

положить
xM(K)r = XB(K)r .

Вернуть x – оптимальное решение задачи, y – оптимальное решение двойственной
задачи.

• Шаг 3. Процессу Kc разослать всем процессам K = 1, 2, . . . , N столбец AiKc и ciKc .

• Шаг 4. Каждому процессу K = 1, 2, . . . , N вычислить g(K) = B(K)−1AiKc и

r(K) = arg min
l: g(K)l>0

[
h(K, l) =

XB(K)l
g(K)l

]
.

Если r(K) не найдено, то вернуть ”Не ограничена” и завершить выполнение алгорит-
ма, в противном случае вернуть r(K), h(K, r(K)).

• Шаг 5. Определить ведущий процесс

Kr = arg min
K: ∃r(K)

h(K, r(K)).

• Шаг 6. Ведущему процессу Kr разослать всем процессам K = 1, 2, . . . , N ведущую
строку r∗ = r(Kr) обратной матрицы

(
B(K)−1

)(r∗)
=

(
br∗1, br∗2, · · · , br∗m

)

и значение g(Kr)r∗ . Положить M(K)r∗ = iKc , cB(K)r∗ = ciKc .
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• Шаг 7. Каждому процессу K = 1, 2, . . . , N вычислить новые значения базисных пе-
ременных процесса xB(K) по формулам (5), новый блок обратной матрицы процесса
B−1(K) по формулам (6), и двойственное субрешение блока

y(K) =
(
B(K)−1

)T
cB(K).

• Шаг 8. Выполнить между процессами глобальный обмен полученными на шаге 8
субрешениями и вычислить значения двойственных переменных

y =
N∑

k=1

y(k).

Перейти к следующей итерации.

• Конец алгоритма

Таким образом, описание параллельной версии метода обратной матрицы оказывается
сложнее описания табличного симплекс-метода. В основном это объясняется большей сте-
пенью неоднородности используемых структур. При выполнении одной итерации исполь-
зуется пять широковещательных коммуникаций между процессами:

1) широковещательная коммуникация между процессами при нахождении ведущего про-
цесса Kc для обмена значениями ziK , K = 1, 2, . . . , N ,

2) широковещательная коммуникация для передачи вводимого в базис (ведущего) столб-
ца AiK∗ и его номера,

3) широковещательная коммуникация между процессами при нахождении ведущего про-
цесса Kr для обмена значениями xB(K)r(K)/g(K)r(K), K = 1, 2, . . . , N ,

4) широковещательная коммуникация для передачи ведущей строки
(
B(K)−1

)(r∗)
и ее

номера,

5) широковещательная коммуникация для обмена между процессами двойственными
субрешениями и нахождения двойственного решения.

В таблице 3.2 приведена сводка требуемого алгебраического вычислительного ресурса
для последовательной и параллельной реализаций метода обратной матрицы. Из таблицы
и описания алгоритма видно, что процессоры загружены равномерно, а эффективность
распараллеливания растет с ростом сложности задачи, достигая в пределе 100%.

4. Заключение

Положительный эффект от распараллеливания, в случае использования дробно-раци-
ональных вычислений без округления состоит не только в ускорении вычислений, но и
возможности решать задачи большей размерности, т.к. достаточно легко достичь границ,
когда матрица целиком не будет умещаться в оперативной памяти одного узла.

В основе вычислений всех рассмотренных нами коммерческих программ лежат типы
данных с плавающей точкой, поэтому они не могут гарантировать высокую точность реше-
ния. Исключением из ряда продуктов, считающих приближенно, являются две открытых
реализации симплекс метода, использующих в вычислениях библиотеку точных вычисле-
ний GNU MP, что неизбежно ведет к существенному увеличению времени счета. Однако
они не используют преимущества параллельного программирования, методы которого, при
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Таблица 2. Алгебраический вычислительный ресурс метода обратной матрицы

Один процессор N процессоров

Количество Количество Нагрузка

Оператор алгебраических пересылаемых на один

операций операндов процесс

Проверка условия оптимальности 2m[1, n] – 2m[1, n/N ]

Выбор c-ведущего процесса – N log2N

Передача ведущего столбца – m+ 1 –

Нахождение g m(m− 1) – m(m− 1)/N

Нахождение ведущей строки 2m N 2m/N + log2N

Модификация XB 1 + 2m 1 2m/N

Модификация B−1 3m2 m 3(m2/N)

Вычисление y(K) – – (m/N)(2(m/N)− 1)

Вычисление y m(2m− 1) N log2N

Итого:
2m[1, n]+

6m2 + 2m− 1
2m+ 3N + 2

2m[1, n/N ]+

6m2/N + 2m/N+

3 log2N

умелом использовании, позволяют сократить время расчетов и, следовательно, расширить
круг решаемых задач (задачи большей размерности).

Основной задачей данной работы была разработка программы Plinpex решения зада-
чи линейного программирования, основанной на параллельном алгоритме и использующей
вычисления без округлений и интервальные вычисления на основе типов данных с плава-
ющей точкой заданной точности. Plinpex основан на предложенных методах для адаптации
используемых типов данных к MPI.

Проведенный эксперимент показал, что реализованный метод эффективен на задачах
разной размерности и соотношением количества ограничений к количеству переменных.
В результате проведенного эксперимента можно сделать выводы о высокой эффективности
распараллеленного алгоритма симплекс метода. Согласно проведенным экспериментам, эф-
фективность распараллеливания для типов данных с плавающей точности заданной точ-
ности прямо пропорционально зависит от длины мантиссы (количества бит точности) и со-
ставляет 70-80%, и показатель эффективности еще выше для точных дробно-рациональных
вычислений. Однако, общее время вычислений может быть улучшено некоторыми оптими-
зациями реализации алгоритма, что является целью для дальнейшей работы.
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