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Рассматривается возможность использования результатов нескольких вычислитель-

ных процессов при решении одной задачи с различными значениями параметра дис-

кретизации (например, числа узловых точек сетки). Предложена методика фильтра-

ции численных результатов, основанная на идентификации математической модели 

погрешности по результатам вычислений. На примере различных вычислительных 

задач показано, что благодаря использованию результатов, полученных параллельно, 

возможно увеличение точности на несколько десятичных порядков. Увеличение точ-

ности при фильтрации позволяет выделить погрешность округления и определить за-

кон ее накопления при увеличении числа арифметических операций.  

1. Введение 

Говоря об эффекте при использовании параллельных вычислений, будем иметь в виду по-

лучение данных, более точных, чем данные каждого отдельного процесса. Сверхэффект озна-

чает, что при одном процессе такое же повышение точности могло бы быть теоретически дос-

тигнуто при затратах времени больших (с учетом распараллеливания), чем при применении 

фильтрации. Для более полного использования возможностей многопроцессорной компьютер-

ной системы предполагается возможность распараллеливания каждого отдельного процесса.  

Другим вопросом, возникающим при применении суперкомпьютеров является необходи-

мость контроля погрешности округления, которая может накапливаться при увеличении числа 

арифметических операций и свести на нет эффект от увеличения мощности компьютерной сис-

темы. Применение различных фильтров для решения задачи идентификации, как показано ни-

же, позволяет выделить погрешность округления практически без искажения.  

2. Постановка задачи 

Предположим, что вычислено несколько значений некоторого параметра решаемой задачи 

Iizz
ii nn

,,1,
)0(

K==  при разном числе параметра дискретизации (например, числа узловых то-

чек сетки, слагаемых суммы и т.п.) n=ni. Каждое из вычисленных значений можно представить 

как сумму неизвестного точного значения искомого параметра и погрешности вычисления. За-

дачей является получение более (или наиболее) точного значения искомого путем комбинации 

известных значений. Таким образом, речь идет о постпроцессрной обработке. 

Рассмотрим априорную модель погрешности вычисления некоторым численным методом 

некоторой величины z, которая представляется в виде суммы нескольких слагаемых 

( ) ( ) ( ) ( )nnfcnfcnfczz LLn ∆++++=− K2211 , (1) 

где z – точное значение; zn – приближенный результат, полученный при числе узловых точек 

(или числе слагаемых суммы), равном n; fj(n) – некоторые известные функции; cj. – неизвестные 

коэффициенты. 

( )n∆  может состоять из не вошедших в сумму слагаемых, остаточного члена, погрешности 

округления и других составляющих, порожденных несовершенством численного алгоритма и 

его программной реализации. Существенно то, что величина ( )n∆  не имеет априорной оценки, 

и предполагается возможным возрастание этой величины при возрастании n. 

В частности, при ( ) jk
j nnf

−
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где k1,…, kL – произвольные известные действительные числа (k1<k2<…<kL). 
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Для исключения разночтения определим, что узлы сетки нумеруются от нуля до n. Тогда 

говоря о числе узлов, не будем считать нулевой узел, т.е. будем подразумевать под n число от-

резков разбиения. 

Такую зависимость погрешности имеют многие методы численного дифференцирования, 

интегрирования и т. д. 

Учитывая исходную информацию и представление (1) задачу можно записать в виде сис-

темы линейных алгебраических уравнений 

( ) ( ) ( ) ( )111221111
nnfcnfcnfczz LLn ∆+++++= K ,  

( ) ( ) ( ) ( )222222112
nnfcnfcnfczz LLn ∆+++++= K , 

……………………………………………………… (3) 

( ) ( ) ( ) ( )IILLIIn nnfcnfcnfczz
I

∆+++++= K2211 . 

Решение системы (3) представляет собой задачу идентификации математической модели 

по результатам численного эксперимента. Эта задача идентификации имеет определенную ана-

логию со спектральным анализом; тогда набор искомых z, cl, l=1,…,L можно назвать спектром 

зависимости zn(n), а ( )in∆  – помехой. 

Если считать ( )in∆  неизвестными искомыми параметрами наряду с z, c1,…cL, то неизвест-

ных в системе (3) всегда больше, чем уравнений, и она имеет бесконечное множество решений, 

среди которых точное (если оно существует). Применяя методы регуляризации [1] можно по-

лучить оценку z€ этого точного решения z и оценку погрешности. Однако известные методы 

регуляризации требуют задания некоторой априорной информации не только о неизвестных 

( )in∆ , но и об искомых z, cj. Результаты такой оценки зависят от этой априорной информации, 

поэтому могут привести к получению ошибочных выводов. 

3. Методы решения задачи 

3.1 Формула и метод Ромберга 

Возможен известный подход Ромберга [2]. Рассмотрим линейную комбинацию 
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Наложим условия полного подавления компонент погрешности 
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Если I=L+1 и система функций fl линейно независима, то система (5) имеет единственное 

решение. В результате из (4) получается значение 
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которое принимается в качестве приближенной оценки точного значения z. Это значение назы-

вают квадратурной формулой Ромберга [2]. Однако оценку погрешности этого значения найти 

невозможно, в связи с отсутствием априорной информации о ( )in∆ . 

Рассмотрим случай ( ) jk
j nnf

−
= . Пусть 11 >= −jj nnQ , 1

1
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j
j

−= , то есть мы устанав-

ливаем некоторый регулярный способ задания n (чаще всего величина Q выбирается равной 2). 

Тогда решение системы (5) может быть получено методом Ромберга, т.е. путем последователь-

ного применения экстраполяционной формулы Ричардсона [2] 
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Результатом этого является треугольная матрица экстраполированных значений вида  
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Оценка погрешности проводится по правилу Рунге, т.е. 
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Недостатком этого метода является отсутствие обоснованности полученных оценок в связи 

с неопределенностью ( )in∆ , поскольку оценки (7) представляют собой частные случаи (6). 

3.2 Визуализация результатов обработки численных данных 

Наглядность представления результатов при оценке погрешности играет важную роль для 

принятия решения о доверии оценке. 

Результаты оценки погрешности, удобно представлять на графике в виде зависимости 

δ− lg  (десятичного логарифма оценки относительной погрешности), т.е. точности, выраженной 

в количестве точных десятичных знаков, от десятичного логарифма n с разных точек зрения. 

Во-первых, при логарифмической шкале становятся различимыми погрешности разных поряд-

ков. Во-вторых, степенные функции представляются на таком графике прямыми. В третьих, 

десятичные логарифмы удобны для определения десятичных порядков величин. В реальном 

случае отличие кривой, соответствующей результату определенной фильтрации, от прямой 

свидетельствует о влиянии других составляющих погрешности. 

На рис. 1 представлены результаты обработки данных, полученных при вычислении второй 

разностной производной функции y=cosx при x=0.5 
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При этом шаг сетки h=1/n. По оси ординат отложены десятичные логарифмы относитель-

ных погрешностей 
( ) ( )j

n
j

n ii
z∆=δ . Кривые 0 соответствуют погрешности расчетных данных, 

кривые 1 – 3 результатам первой, второй и третьей фильтрации. Разности значений двух столб-

цов (1.2.18) при этом представляются системой точек, которую можно условно соединить меж-

ду собой некоторой кривой или ломаной. Каждая кривая близка к отрезку прямой, если слагае-

мые в сумме (1) существенно отличаются по величине. Угловой коэффициент каждого отрезка 

при ( ) jk
j nnf

−
=  ( ( ) ( ) jk

ijij Qnfnf =−1 ) приближенно равен соответствующему показателю kj. 

На графике располагаются несколько линий, соответствующих порядковому номеру по-

вторной фильтрации. Тем самым, появляется возможность сравнить их взаимное расположе-

ние. Это дает возможность заметить несоответствия, неправильность поведения линий. 

На рис. 1,а каждая линия имеет два четко выделенных участка. Первый участок имеет на-

клон, соответствующий показателю степенной функции. Поведение второго участка линий, в 

отличие от первого, носит хаотический характер, угловой коэффициент приближенно равен −2. 

Это связано с преобладанием составляющей погрешности ∆(n). При этом применение экстра-

поляции Ричардсона неправомерно, так как она возможна только при преобладании состав-

ляющей, имеющий вид степенной функции с определенным показателем. 

В диапазоне, где преобладает нерегулярная погрешность, меняющая знак, в качестве оцен-

ки погрешности, можно использовать разность пар значений. В экстраполяционной формуле 

Ричардсона эта разность делится на достаточно большое число 1−jk
Q . Поэтому разница при-

ближенного и экстраполированного результатов оказывается малой и оценка по Рунге дает за-

вышенные по точности результаты. С этим связан сдвиг вверх (при увеличении количества 
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фильтраций) участков линий, соответствующих условию преобладания нерегулярной погреш-

ности. Сравнивая рис. 1,а и 1,б нетрудно заметить, что оценка по Рунге соответствует реальной 

погрешности в диапазоне, отделенном хотя бы половиной масштабной единицы от уровня не-

регулярной погрешности у=19−2⋅lg n. 

   
 

а                                  б 

Рис. 1. Оценки погрешности при вычислении второй производной: а – по правилу 

Рунге; б – сравнение с точным значением. Прямая у=19−2⋅lg n 

3.3 Численная фильтрация 

Численной фильтрацией [3] называется последовательное устранение (подавление) компо-

нент погрешности, т.е. определение отфильтрованных последовательностей 
)( j

ni
z , j=1,…,L. Для 

уравнений (3) фильтрацию можно осуществить путем линейной комбинации результатов 
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Если необходимо сохранить значение z и подавить слагаемое ( )nfc jj , то jα  и jβ  опреде-

ляются из решения системы двух уравнений 

1=β+α jj , ( ) ( ) 01 =β+α − ijjijj nfnf , 
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Отсюда получаем формулу фильтрации 

1

)1()1(

)1()( 1

−

−
+=

−−

− −

j

j
n

j
nj

n
j

n R

zz
zz ii

ii
, (10) 

( )
1

)1()1()(

−

−
=β+α= −−

j

ljj
l

j
ljlj

j
l R

RR
ccRc ,    l=j+1,…,L. (11) 

В результате фильтрации получается новая последовательность, не содержащая компонен-

ты fj(n), которая при условии сохранении вида остальных компонент (точнее, первой из остав-

шихся) может быть подвергнута повторной фильтрации для подавления следующей компонен-

ты. Для сохранения вида компонент достаточно выполнение условия ( ) ( ) constnfnf ijij =−1 . 

Для ( ) jk
j nnf

−
=  из этого условия следует jk

j QR = , 1
1
nQn

j
j

−= , при этом каждая из степен-

ных составляющих представляет собой геометрическую прогрессию, а формула (10) совпадает 

с формулой Ричардсона. 

В отличие от правила Рунге, все приближенные значения можно сравнивать с одним чис-

лом – эталоном z , которое считается наиболее точным (рис. 2,а). Эталон z  может быть полу-
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чен экстраполяцией или другим способом. Разность zznn −=∆  представляет собой оценку 

погрешности приближенного значения z . В этом случае результат расчета с оценкой погреш-

ности представляется в виде интервала nzz ∆±= . 

   
 

а                                  б 

Рис. 2. Оценка погрешности при вычислении второй производной сравнением с эта-

лоном при выборе эталона: а – по результатам оценки по правилу Рунге;  

б –эталон искусственно загрублен в 13-м разряде 

Оценки погрешности зависят от выбора эталона z , с которым сравниваются все прибли-

женные значения. Ошибка при выборе эталона приводит к характерной картине: ограничении 

точности на значении, которое исказило эталон (рис. 2,б). Это может быть использовано для 

коррекции эталона. Процедура выбора и коррекции эталона является интерактивной, т.е. пред-

полагает участие эксперта. Формализация этой процедуры представляет большие трудности. 

3.4 Разрешение неопределенности 

При выборе эталона приходится решать некорректную задачу, поскольку каждое уравне-

ние (2) содержит неизвестное искомое z и неизвестную погрешность, состоящую из нескольких 

компонент. Для избежания неопределенности предлагается разделить этапы оценки погрешно-

сти и определения искомого z. Для этого на первом этапе проводится фильтрация по формуле 

1

)0(

−
−=

iii
nnn

zzz , (12) 

исключающая из последовательности 
inz  неизвестное искомое z.  

   

а                                  б 

Рис. 3. Результаты двухэтапной оценки погрешности с исключением искомого: а – 

оценка погрешности; б – сравнение с эталоном  
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Тем самым, дальнейшая фильтрация по формуле (10) служит оценкой погрешностей, неза-

висимой от выбора z и не требующей вычисления разности элементов столбцов матрицы (рис. 

3,а). Такая оценка лишена указанного выше недостатка правила Рунге («кажущегося уточне-

ния»), вызванного зависимостью оценки от конкретной закономерности изменения погрешно-

сти. 

Полученная этим способом оценка позволяет выбрать наилучшие, с точки зрения миниму-

ма погрешности (или комбинации близких по погрешности значений), соотношения in  и j=j0, 

которые используются для определения приближенного значения 
)( 0j

ni
zz ≈  (эталона, см. рис. 

2,б). Тем самым, определена формальная процедура (правило) вычисления 
)( 0j

ni
zz ≈ , что позво-

ляет избежать неопределенности выбора эталона. 

4. Решение задачи идентификации 

Фильтрация по формуле Ричардсона приводит к увеличению коэффициентов составляю-

щих, следующих за подавляемыми, см. (10). 

4.1 Формула фильтрации 

Избежать увеличения коэффициентов регулярных составляющих и нерегулярной погреш-

ности можно, если вместо фильтрации применить вычитание регулярных составляющих. Для 

этого необходимо найти коэффициенты cj и их оценки погрешности. 

Это можно осуществить путем повторной фильтрации, приводящей к последовательности 

следующего вида 
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Рассмотрим линейную комбинацию вида (8) 
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и потребуем выполнения условий 
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Тогда 
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Отсюда получим формулу фильтрации 
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4.2 Оценка погрешностей коэффициентов 

Найти величину 
)0(

jc  по последовательности (13) и оценку ее погрешности можно предло-

женным выше двухэтапным способом: фильтрацией по формуле (12) с последующей фильтра-

цией по формуле Ричардсона и выбором эталона с использованием полученных на первом эта-

пе значений n и j0. 
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На рис. 4 приведены оценки относительных погрешностей коэффициентов c1, c2. Видно, 

что точность определения коэффициентов ограничивается влиянием погрешности округления, 

которая, согласно (13), быстро нарастает с увеличением n и t. 

 
 

а                                  б 

Рис. 4. Результаты идентификации математической модели погрешности (2.1.17): а 

– коэффициента c1; б – коэффициента c2 

В табл. 1 даны полученные значения коэффициентов cl и оценки их погрешности. В колон-

ке ∆cl даны оценки, полученные методом фильтрации разностей (12), в колонке ∆′cl – разности 

полученных величин cl и точных значений (фактические погрешности), в колонке δcl – относи-

тельная оценка погрешности коэффициентов. Эти результаты показывают, что погрешности 

первых четырех коэффициентов оценивается достаточно хорошо, пятый вычисляется намного 

точнее, чем это следует из оценки. Видно, что с возрастанием номера коэффициента относи-

тельная погрешность увеличивается, что объясняется увеличивающимся влиянием погрешно-

сти округления. Грубость оценки пятого коэффициента нетрудно объяснить тем, что согласно 

рис. 4, получению оптимальной оценки мешает, с одной стороны, погрешность округления, с 

другой – уменьшение числа доступных для анализа значений при возрастании номера фильтра-

ции. 

Таблица 1. Значения коэффициентов cl и оценки погрешности. 

l cl ∆∆∆∆cl ∆∆∆∆′′′′cl δδδδcl 

1 7.31318801575481⋅10
−2

 -8.97⋅10
−13

 1.71⋅10
−14

 1.23⋅10
−11

 

2 -2.43772925817123⋅10
−3

 8.02⋅10
−11

 8.04⋅10
−11

 3.29⋅10
−8

 

3 4.35295936960347⋅10
−5

 -1.22⋅10
−9

 -1.29⋅10
−9

 2.81⋅10
−5

 

4 -4.78824175567842⋅10
−7

 3.68⋅10
−9

 4.85⋅10
−9

 7.69⋅10
−3

 

5 3.68355419645798⋅10
−9

 -7.06⋅10
−7

 1.93⋅10
−11

 1.92⋅10
+2

 

4.3 Результаты идентификации  

После определения L коэффициентов последовательности (2) с оценками их погрешностей 

соответствующие слагаемые могут быть вычтены из (2), т.е. приходим к последовательности 
( ) ( )( )i

LL
n

nzz
i

∆+= , (17) 

где 
( )( ) ( ) L

L

k
c

k
c

k
c

L
nnnnn

−−− ∆−−∆−∆−∆=∆ K2
2

1
1

; 
tc∆  – погрешности вычисления коэффи-

циентов tc . 

Для оценки совместного влияния погрешностей определения коэффициентов на погреш-

ность вычисления производной на рис. 5,а приведены кривые 1 – 4, при этом цифрой 1 обозна-

чена оценка зависимости (17) методом разностей (12), цифрой 2 – отличие значений (17) от точ-

ного, цифрами 3 и 4 – соответственно, оценка суммарной погрешности и суммарного влияния 

фактических погрешностей 
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. 

Видно, что кривые 1 и 2 почти совпадают, хотя оценка по разности несколько «запаздыва-

ет», а потому имеет несколько заниженные по точности значения. Кривая 3 более заметно от-

личается от 4, т.е. оценка также несколько превышает фактическую погрешность, тем не менее, 

она может быть использована для ограничения «зоны доверия» на диаграмме оценок погреш-

ностей при сравнении с эталоном (рис. 2.1.5 б, кривая «п»). 

Следует отметить, что при достаточно больших n влияние степенных слагаемых уменьша-

ется и вычитанием компонент погрешность ( )n∆  в зоне, расположенной ниже кривой «п» мо-

жет быть идентифицирована практически в исходном неискаженном виде (рис. 2.1.5 б).  

 

 
 

а                                  б 

Рис. 5. Результаты идентификации математической модели погрешности (2.1.2): а 

– суммарные оценки; б – результаты покомпонентного вычитания. Прямая 

y=19−2⋅lg n 

 

Таким образом, в данной работе предложены методы фильтрации, которые могут быть ис-

пользованы в различных комбинациях для повышения точности результатов нескольких чис-

ленных решений одной задачи. Показано, что в результате постпроцессорной совместной обра-

ботки повышение точности с большим запасом компенсирует затраты на необходимость полу-

чения нескольких решений одной задачи. Эти методы могут быть использованы при решении 

задач математической физики [4]. 
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