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Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè î âîññòàíîâëåíèè ïåðåìåí-
íîé ïëîòíîñòè â ñëîå ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëèòåëü-
íîì êîìïëåêñå ÌÂÑ�1000 è ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ íà âèäåîêàðòàõ NVIDIA
ðåãóëÿðíûå ïàðàëëåëüíûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû. Äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé
çàäà÷è ãðàâèìåòðèè è çàäà÷è ñ ðåàëüíûìè äàííûìè ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå âðåìå-
íè ñ÷åòà ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ íà âèäåîóñêîðèòåëÿõ GeForce è ÌÂÑ�1000 ñ
àíàëèçîì ýôôåêòèâíîñòè è óñêîðåíèÿ.

1. Ââåäåíèå
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâèìåòðèè î âîññòàíîâëåíèè ïåðåìåííîé

ïëîòíîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì èëè êðèâîëèíåéíîì ñëîå. Ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè
ãðàâèòàöèîííûõ äàííûõ ïî ìåòîäèêå, ïðåäëîæåííîé Ï.Ñ. Ìàðòûøêî è È.Ë. Ïðóòêèíûì [1],
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî äâóìåðíîãî èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà [2].

Çàäà÷à ãðàâèìåòðèè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåêîððåêòíîé çàäà÷åé, ðåøåíèå êîòîðîé
îáëàäàåò ñèëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê ïîãðåøíîñòè ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå
èçìåðåíèé è ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè ãåîôèçè÷åñêèõ äàííûõ. Ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ èäåè èòåðàòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè [3].

Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè î âîññòàíîâëåíèè ïåðåìåííîé
ïëîòíîñòè â ñëîå ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå
ÌÂÑ�1000 è ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ íà âèäåîêàðòàõ NVIDIA ðåãóëÿðíûå ïàðàëëåëüíûå
èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè è çàäà÷è ñ ðåàëüíûìè äàííûìè ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå âðåìåíè ñ÷åòà ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ íà âèäåîóñêîðèòåëÿõ GeForce GTX 285,
GeForce GTX 260 è ÌÂÑ�1000/64 ñ àíàëèçîì ýôôåêòèâíîñòè è óñêîðåíèÿ.

2. Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çà-
äà÷è ãðàâèìåòðèè î âîññòàíîâëåíèè ïëîòíîñòè â ñëîå
Îäíîé èç âàæíåéøèõ ìîäåëåé ñòðîåíèÿ çåìíîé êîðû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ãîðèçîíòàëüíîé

ñëîèñòîé ñðåäû.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè σ = σ(x, y) â ãîðèçîí-

òàëüíîì ñëîå Ï = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, H1 ≤ z ≤ H2}, ãäå H1,H2 � êîíñòàíòû, ëèáî
êðèâîëèíåéíîì ñëîå Ï1 = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, H1(x, y) ≤ z ≤ H2(x, y)} ïî ãðàâèòà-
öèîííûì äàííûì, èçìåðåííûì íà ïëîùàäè D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} çåìíîé
ïîâåðõíîñòè. Èñïîëüçóåòñÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá îòñóòñòâèè àíîìàëèé ïëîòíîñòè âíå
ñëîÿ ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè H1 = H1(x, y) è H2 = H2(x, y) òàêèìè, ÷òî H1 < H2

∀(x, y), è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Hi(x, y) −→
x→±∞
y→±∞

hi = const.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè σ = σ(x, y) âíóòðè ñëîÿ íå
çàâèñèò îò z (îñü z íàïðàâëåíà âíèç) (ðèñ. 1).

∗Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 09-01-00053, Ìåæäèñöèïëèíàðíûì ïðîåêòîì ÓðÎ ÐÀÍ, Ïðîãðàì-
ìîé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ.
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Ðèñ. 1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïëîòíîñòè â ñëîå

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè σ(x, y) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî äâó-
ìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

Aσ ≡ f

b∫

a

d∫

c

{
1

[(x− x′)2 + (y − y′)2 +H2
1 (x′, y′)]1/2

−

− 1

[(x− x′)2 + (y − y′)2 +H2
2 (x′, y′)]1/2

}
σ(x′, y′)dx′dy′ = ∆g(x, y), (1)

ãäå f � ãðàâèòàöèîíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ∆g(x, y) � ãðàâèòàöèîííûé ýôôåêò, ïîðîæäàåìûé èñ-
òî÷íèêàìè â ãîðèçîíòàëüíîì èëè êðèâîëèíåéíîì ñëîå.

Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ íà ñåòêå, ãäå çàäàíà ∆g(x, y), è àïïðîêñèìàöèè èíòå-
ãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ëèáî ñ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé ìàòðèöåé (ãîðèçîíòàëüíûé ñëîé), ëèáî ñ íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé (êðèâîëèíåé-
íûé ñëîé). Òàê êàê óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, òî
ÑËÀÓ, âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé
è ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(A+ αE)z = b, (2)
ãäå α � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîãî ñëîÿ èñõîäíàÿ ìàòðèöà ÑËÀÓ íåñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó ýòà
ñèñòåìà ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(ATA+ α′E)z = AT b, (3)

ãäå AT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, α′ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.
Â.Â. Âàñèí ïðåäëîæèë ìåòîäèêó èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ðåãóëÿðíûõ ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2) è (3) èñïîëüçóþòñÿ ðåãóëÿðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ãðà-

äèåíòíîãî òèïà [4]: ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê, ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, ìåòîä ìèíè-
ìàëüíîé îøèáêè è ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè (ÌÏÈ) â âèäå

zk+1 = zk − 1

λmax
[(A+ αE)zk − b], (4)

ãäå λmax � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A+ αE (ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé).
Óñëîâèåì îñòàíîâà èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ‖Az

k − b‖
‖b‖ < ε.
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Â ðàáîòàõ [5]� [6] ïðåäëîæåíû è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû ðåãóëÿðíûå ïàðàëëåëüíûå èòå-
ðàöèîííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè (1) ñ ïîìîùüþ
áèáëèîòåêè MPI [7] íà ÿçûêå Ôîðòðàí íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåê-
ñå ÌÂÑ�1000 � ðîññèéñêîì ìàññèâíî-ïàðàëëåëüíîì ñóïåðêîìïüþòåðå êëàñòåðíîãî òèïà ñ
ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, óñòàíîâëåííîì â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ.

Àëãîðèòìû áûëè ðåàëèçîâàíû íà ñëåäóþùèõ âû÷èñëèòåëÿõ:
1. ÌÂÑ�1000/17EK (UM32), ñîñòîÿùåì èç 16 2-õ ïðîöåññîðíûõ ìîäóëåé Xeon 2.4 ÃÃö,

èíòåðôåéñà GigabitEthernet è 68 Ãáàéò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè;
2. ÌÂÑ�1000/64 (UM64), ñîñòîÿùåì èç 14 2-õ ïðîöåññîðíûõ 2-õ ÿäåðíûõ ìîäóëåé AMD

Opteron 64 bit (2.6 Ããö), èíòåðôåéñà GbitEthernet è 112 Ãá îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.
Ðàñïàðàëëåëèâàíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî òèïà îñíîâàíî íà ðàçáèåíèè

ìàòðèöû A ãîðèçîíòàëüíûìè ïîëîñàìè íà m áëîêîâ, à âåêòîðà ðåøåíèÿ z è âåêòîðà ïðàâîé
÷àñòè b ÑËÀÓ íàm ÷àñòåé òàê, ÷òî n = m×L, ãäå n � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé,m �
÷èñëî ïðîöåññîðîâ. Íà êàæäîé èòåðàöèè êàæäûé èç m ïðîöåññîðîâ âû÷èñëÿåò ñâîþ ÷àñòü
âåêòîðà ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A íà âåêòîð z êàæäûé èç m ïðîöåññîðîâ
óìíîæàåò ñâîþ ÷àñòü ñòðîê ìàòðèöû A íà âåêòîð z. Â ñëó÷àå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ATA
êàæäûé èç m ïðîöåññîðîâ óìíîæàåò ñâîþ ÷àñòü ñòðîê òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû AT

íà âñþ ìàòðèöó A. Host-ïðîöåññîð îòâå÷àåò çà ïåðåñûëêè äàííûõ è òàêæå âû÷èñëÿåò ñâîþ
÷àñòü âåêòîðà ðåøåíèÿ (ðèñ. 2). Äëÿ ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè (4) ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå λmax ìàòðèöû A+αE íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð.

---
���

-
�Host-processor1-processor2-processor...m-processor

Ðèñ. 2. Ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ ïî ïðîöåññîðàì äëÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè ïðîâåäåí àíàëèç
ýôôåêòèâíîñòè è óñêîðåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ

Sm = T1/Tm, Em = Sm/m,

ãäå Tm � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íà MBC�1000 ñ ÷èñëîì ïðîöåññî-
ðîâ m (m > 1), T1 � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà íà îäíîì ïðîöåññî-
ðå. Tm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ÷èñòîãî âðåìåíè ñ÷åòà è íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ íà
ìåæïðîöåññîðíûå îáìåíû Tm = Tc + To. ×èñëî ïðîöåññîðîâ m ñîîòâåòñòâóåò óïîìÿíóòîìó
ðàçáèåíèþ âåêòîðîâ íà m ÷àñòåé è ðàçáèåíèþ èñõîäíîé îáëàñòè íà m ïîäîáëàñòåé.

Â îáùåì ñëó÷àå ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 < Em < 1. Â
èäåàëüíîì ñëó÷àå ïðè ðàâíîìåðíîé è ñáàëàíñèðîâàííîé çàãðóçêå ïðîöåññîðîâ è ìèíèìàëü-
íîì âðåìåíè îáìåíîâ ìåæäó íèìè Em áëèçêî ê åäèíèöå, íî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ îíà óìåíüøàåòñÿ çà ñ÷åò íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè ïëîòíîñòè â ñëîå íà ÌÂÑ�1000 ñ ïîìîùüþ ïàðàë-
ëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ìàòðèöà ÑËÀÓ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ôîðìèðóåòñÿ è õðàíèòñÿ â ïà-
ìÿòè êàæäîãî ïðîöåññîðà ïî ÷àñòÿì, ÷òî äàåò ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ Em > 1.
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3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ÌÂÑ�1000
Çàäà÷à 1. Íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå ÌÂÑ�1000/64 ðåøåíà

ìîäåëüíàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ïëîòíîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå ìåæäó ãëóáèíàìè
H1 = 1 êì è H2 = 1.5 êì äëÿ îáëàñòè S1, èìåþùåé ðàçìåðû 10 × 10 êì2. Øàãè ñåòêè:
∆x ≈ ∆y ≈ 0.05 êì. Ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ f = 6.67 · 10−8ñì3/ã·ñ2.

Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà ñåòêå, ãäå çàäàíà ôóíêöèÿ ∆g(x, y), è
àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ
ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé c ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé 40000 × 40000.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ïàðàëëåëüíûé èòåðàòèâíî ðåãóëÿðèçîâàííûé ìåòîä
ïðîñòîé èòåðàöèè ñ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè α = 0.0005.

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíî èñõîäíîå àíîìàëüíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå äëÿ îáëàñòè S1.

Ðèñ. 3. Àíîìàëüíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ∆g(x, y) äëÿ îáëàñòè S1

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ è ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â ñëîå, âîññòàíîâëåííîé
ïî âûäåëåííîìó àíîìàëüíîìó ïîëþ äëÿ îáëàñòè S1.

Ðèñ. 4. Ëèíèè óðîâíÿ è ðàñïðåäåëåíèå âîññòàíîâëåííîé ïëîòíîñòè â ñëîå äëÿ îáëàñòè S1

Çàäà÷à 2. Íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå ÌÂÑ�1000/64 ðåøåíà
çàäà÷à ñ ðåàëüíûìè äàííûìè î âîññòàíîâëåíèè ïëîòíîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå ìåæäó
ãëóáèíàìè H1 = 10 êì è H2 = 20 êì äëÿ îáëàñòè S2, èìåþùåé ðàçìåðû 120×220 êì2. Øàãè
ñåòêè: ∆x ≈ 0.6 êì, ∆y ≈ 1.1 êì. Ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ f = 6.67 · 10−8ñì3/ã·ñ2.

Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà ñåòêå, ãäå çàäàíà ôóíêöèÿ ∆g(x, y), è
àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ
ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé c ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé 40000 × 40000.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ïàðàëëåëüíûé èòåðàòèâíî ðåãóëÿðèçîâàííûé ìåòîä
ïðîñòîé èòåðàöèè ñ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè α = 0.001.

Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíî èñõîäíîå àíîìàëüíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå äëÿ îáëàñòè S2.

Ðèñ. 5. Àíîìàëüíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ∆g(x, y) äëÿ îáëàñòè S2

Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ è ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â ñëîå, âîññòàíîâëåííîé
ïî âûäåëåííîìó àíîìàëüíîìó ïîëþ äëÿ îáëàñòè S2.

Ðèñ. 6. Ëèíèè óðîâíÿ è ðàñïðåäåëåíèå âîññòàíîâëåííîé ïëîòíîñòè â ñëîå äëÿ îáëàñòè S2

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 ïåðåäàíû ñïåöèàëèñòàì â Èíñòèòóò ãåîôèçèêè ÓðÎ ÐÀÍ
äëÿ ãåîôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû âðåìåíà ñ÷åòà è êîýôôèöèåíòû óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè ðåøå-
íèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè ïëîòíîñòè â ñëîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíîãî
àëãîðèòìà ÌÏÈ (÷èñëî èòåðàöèé � 72) íà MBC�1000/64 äëÿ 200 × 200 òî÷åê ñåòêè.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû âðåìåíà ñ÷åòà è êîýôôèöèåíòû óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ãðàâèìåòðèè ñ ðåàëüíûìè äàííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà
ÌÏÈ (÷èñëî èòåðàöèé � 430) íà MBC�1000/64 äëÿ 200 × 200 òî÷åê ñåòêè.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ÑËÀÓ ôîðìèðóåòñÿ è õðàíèòñÿ â ïàìÿòè êàæäîãî ïðîöåññîðà
ïî ÷àñòÿì.
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Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ ãðàâèìåòðèè î íàõîæäåíèè
ïëîòíîñòè â ñëîå íà ÌÂÑ�1000 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî
óìåíüøàåò âðåìÿ ñ÷åòà.

Òàáëèöà 1. Ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è 1 î âîññòàíîâëåíèè ïëîòíîñòè â ñëîå

m Tm, min. Sm Em

1 9.15 � �
2 5.39 1.70 0.85
3 3.27 2.80 0.93
4 2.76 3.32 0.83
6 1.48 6.18 1.03
8 1.43 6.40 0.80
10 1.15 7.96 0.80
15 0.72 12.7 0.85

Òàáëèöà 2. Ðåøåíèå çàäà÷è ãðàâèìåòðèè 2 î âîññòàíîâëåíèè ïëîòíîñòè â ñëîå

m Tm, min. Sm Em

1 55.82 � �
2 32.96 1.69 0.85
3 20.83 2.80 0.93
4 15.13 3.69 0.92
8 7.72 7.23 0.90
10 6.26 8.92 0.89
15 4.16 13.4 0.89
20 3.28 17.0 0.85
30 2.12 26.3 0.88
40 1.80 30.0 0.76
60 1.19 46.9 0.78
80 0.88 63.4 0.79

4. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå íà âèäåîóñêîðèòåëÿõ ñ ïîìîùüþ òåõíî-
ëîãèè CUDA è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
Äëÿ îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé àêòóàëüíûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåò-

ñÿ èñïîëüçîâàíèå âèäåîóñêîðèòåëåé (GPU) êîìïàíèè NVIDIA (ðèñ. 7) [8]. Îñíîâîé ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ ñëóæèò àðõèòåêòóðà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ. Â âèäåî÷èïàõ NVIDIA áàçî-
âûì áëîêîì ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïðîöåññîð, ñîäåðæàùèé âîñåìü�äåñÿòü ÿäåð, íåñêîëüêî ñîòåí
àðèôìåòèêî-ëîãè÷åñêèõ óñòðîéñòâ (ALU), íåñêîëüêî òûñÿ÷ ðåãèñòðîâ è íåáîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ðàçäåëÿåìîé îáùåé ïàìÿòè. Âèäåîóñêîðèòåëè NVIDIA ñîäåðæàò áûñòðóþ ãëîáàëüíóþ
ïàìÿòü ñ âîçìîæíîñòüþ äîñòóïà ê íåé âñåõ ìóëüòèïðîöåññîðîâ, ëîêàëüíóþ ïàìÿòü â êàæ-
äîì ìóëüòèïðîöåññîðå, à òàêæå ñïåöèàëüíóþ ïàìÿòü äëÿ êîíñòàíò. Ðàáîòà íåñêîëüêèõ ÿäåð
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ìóëüòèïðîöåññîðà îñíîâàíà íà àðõèòåêòóðå òèïà SIMD, ò.å. êàæäûé èç ïðîöåññîðîâ âûïîë-
íÿåò îäíó è òó æå êîìàíäó íàä ðàçíûìè ýëåìåíòàìè äàííûõ.

Âèäåî÷èïû GPU ñîñòîÿò èç ìàññèâîâ èñïîëíèòåëüíûõ áëîêîâ, óïðàâëÿþùèõ ïîòîêàìè
áëîêîâ, ðàçäåëÿåìîé ïàìÿòè íåáîëüøîãî îáúåìà è êîíòðîëëåðîâ ïàìÿòè íà íåñêîëüêî êàíà-
ëîâ. Òàêàÿ àðõèòåêòóðà ïîçâîëÿåò ÷èïó îáðàáàòûâàòü íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ ïîòîêîâ äàííûõ,
òðåáóþùèõ âûñîêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ïàìÿòè.

Ðèñ. 7. Âèäåîóñêîðèòåëü GeForce GTX 285

Äëÿ ïîääåðæêè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé êîìïàíèÿ NVIDIA ðàçðàáîòàëà òåõíîëîãèþ
CUDA [9] � ñðåäó ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì íà ÿçûêå Cè, ïîçâîëÿþùóþ ñîçäàâàòü ïðîãðàììíîå
îáåñïå÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷.

Ìîäåëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ â CUDA îñíîâûâàåòñÿ íà ãðóïïèðîâàíèè ïîòîêîâ. Ïîòîêè
îáúåäèíÿþòñÿ â áëîêè ïîòîêîâ (thread block) � îäíîìåðíûå èëè äâóìåðíûå ñåòêè ïîòîêîâ,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïðè ïîìîùè ðàçäåëÿåìîé ïàìÿòè è òî÷åê ñèíõðîíèçàöèè.
Ïðîãðàììà (ÿäðî, kernel) âûïîëíÿåòñÿ íàä ñåòêîé (grid) áëîêîâ ïîòîêîâ (thread blocks)
(ðèñ. 8). Êàæäûé áëîê ìîæåò áûòü îäíî-, äâóõ- èëè òðåõìåðíûì ïî ôîðìå è ñîñòîÿòü èç
512 ïîòîêîâ íà òåêóùåì àïïàðàòíîì îáåñïå÷åíèè.

Ðèñ. 8. Ìîäåëü ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ
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Îñíîâíîé ïðîöåññ ïðèëîæåíèÿ CUDA ðàáîòàåò íà óíèâåðñàëüíîì êîìïüþòåðå (host).
CPU�êîä èíèöèàëèçèðóåò GPU, ðàñïðåäåëÿåò ïàìÿòü íà âèäåîêàðòå, êîïèðóåò êîíñòàíòû
â ïàìÿòü âèäåîêàðòû, çàïóñêàåò íåñêîëüêî êîïèé ïðîöåññîâ kernel íà âèäåîêàðòå, êîïèðóåò
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èç âèäåîïàìÿòè, îñâîáîæäàåò ïàìÿòü è çàâåðøàåò ðàáîòó.

Ïàðàëëåëüíàÿ ÷àñòü êîäà ïðîãðàììû, íàïèñàííîé íà ÿçûêå CUDA, âûïîëíÿåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî íèòåé (ïîòîêîâ). Äëÿ îïòèìèçàöèè ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ íèòè ãðóïïèðóþò â áëîêè
ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Áëîêè îáúåäèíÿòñÿ â ãðóïïû áëîêîâ. Ïàðàëëåëüíàÿ ïðîöåäóðà
âûïîëíÿåòñÿ íàä ãðóïïîé áëîêîâ. Òèïîâàÿ ïðîöåäóðà (kernel) ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêè ìàñ-
ñèâà Data âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: kernel (Data) <<<blocks, threads>>>, ãäå blocks
� êîëè÷åñòâî áëîêîâ â ñåòêå, threads � êîëè÷åñòâî ïîòîêîâ â áëîêå.

Ðàññìîòðèì ðàñïàðàëëåëèâàíèå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè (1) î âîññòàíîâ-
ëåíèè ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè â ñëîå ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ñ ïîìîùüþ CUDA. Áàçîâàìè
îïåðàöèÿìè äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (â ÷àñòíîñòè, ÌÏÈ) ÿâëÿåòñÿ
ðåàëèçàöèÿ ïàðàëëåëüíûõ ôóíêöèé íàä ìàòðèöàìè è âåêòîðàìè: ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå
ìàòðèöû íà âåêòîð, ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö è ò.ä.

Äëÿ îïòèìèçàöèè ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ âåñü îáúåì äàííûõ ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ â ïðîöåäóðå kernel. Äëÿ îïòèìèçàöèè ñ÷åòà ìàòðèöà A ïîðÿäêà N è âåêòîð Z
ðàçìåðíîñòè N ðàñøèðÿþòñÿ äî ðàçìåðíîñòè M è äîïîëíÿþòñÿ íóëÿìè òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû M áûëî êðàòíî ÷èñëó áëîêîâ. Ðàçìåð áëîêà BLOCK_SIZE (threads) âûáèðàåòñÿ ðàâ-
íûì 16, ïîñêîëüêó â îäíîì áëîêå ãðóïïèðóþòñÿ äî 512 ïîòîêîâ. Òîãäà êîëè÷åñòâî áëîêîâ
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: blocks = M/BLOCK_SIZE.

Cèíòàêñèñ ïðîöåäóðû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
matrixMulVector <<< M/BLOCK_SIZE,BLOCK_SIZE >>> (X,A,Z), ãäå X �

àäðåñ ìàññèâà èç M ÿ÷ååê äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Òîãäà áëîê èç BLOCK_SIZE ïîòîêîâ
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íà îäíîì ìóëüòèïðîöåññîðå. Ïîòîêè áóäóò èìåòü îáùóþ ðàçäåëÿåìóþ
ïàìÿòü è îáðàáàòûâàòü threads ñòðîê äàííûõ äëÿ íàøåé çàäà÷è (ðèñ. 9).

Ðèñ. 9. Ðàçáèåíèå äàííûõ äëÿ ïðîöåäóðû CUDA

Îïèñàííûå âûøå ëèíåéíûå çàäà÷è ãðàâèìåòðèè 1 è 2 áûëè ðåøåíû íà âèäåîóñêîðèòå-
ëÿõ GeForce GTX 285 (GPU-1) è GeForce GTX 260 (GPU-2).

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4 è 6.
Â òàáë. 3 ïðèâîäÿòñÿ òåõíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýôôåêòèâíûõ ðàñ÷åòîâ îáúåì ïàìÿòè íà host-êîìïüþòåðå äîëæåí

ïðåâûøàòü ñóììàðíûé îáúåì èñïîëüçóåìûõ â çàäà÷å ìàññèâîâ äàííûõ. Ðàçìåð òðåáóåìîé
îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðíîñòì M×N âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îäèíàðíîé òî÷-
íîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: size_ts = M×N× sizeof (float).

Â òàáë. 4 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè 1 è çàäà÷è
ãðàâèìåòðèè ñ ðåàëüíûìè äàííûìè 2 íà Host-ïðîöåññîðå Intel Core I7 áåç èñïîëüçîâàíèÿ âè-
äåîóñêîðèòåëåé è íà Host-ïðîöåññîðå ñ èñïîëüçîâàíèåì âèäåîóñêîðèòåëåé GeForce íà áîëåå
êðóïíîé ñåòêå 150 × 150 (ìàòðèöà ÑËÀÓ 22500 × 22500).
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Òàáëèöà 3. Òåõíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì

Õàðàêòåðèñòèêè ïîäñèñòåìû GPU-1: GeForce GTX 285
Êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðíûõ ÿäåð 240

×àñòîòà ÿäðà (ÌÃö) 648
×àñòîòà ïðîöåññîðà (ÌÃö) 1476
×àñòîòà ïàìÿòè (ÌÃö) 2484

Êîëè÷åñòâî âèäåîïàìÿòè (Ìá) 1024
Ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ïàìÿòè (Ãá/ñåê) 159
Õàðàêòåðèñòèêè ïîäñèñòåìû GPU-2: GeForce GTX 260

Êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðíûõ ÿäåð 192
×àñòîòà ÿäðà (ÌÃö) 576

×àñòîòà ïðîöåññîðà (ÌÃö) 1242
×àñòîòà ïàìÿòè (ÌÃö) 1998

Êîëè÷åñòâî âèäåîïàìÿòè (Ìá) 896
Ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ïàìÿòè (Ãá/ñåê) 111.9

Õàðàêòåðèñòèêè CPU: Host
Ïðîöåññîð (ÃÃö) Intel Core I7 2.4

Îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü (Ãá) 3
Ðàçðÿäíîñòü ÎÑ (Áèò) 64

Òàáëèöà 4. Ðåøåíèå çàäà÷ ãðàâèìåòðèè

Ñèñòåìà Âðåìÿ, ìèí.
Host Intel Core I7 Çàäà÷à 1 3.33

Host+GeForce GTX 285 (240 ÿäåð) Çàäà÷à 1 1.25
Host+GeForce GTX 260 (192 ÿäðà) Çàäà÷à 1 1.68

Ñèñòåìà Âðåìÿ, ìèí.
Host Intel Core I7 Çàäà÷à 2 26.45

Host+GeForce GTX 285 (240 ÿäåð) Çàäà÷à 2 7.42
Host+GeForce GTX 260 (192 ÿäðà) Çàäà÷à 2 10.3

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè íà áîëåå ìåëêîé ñåòêå 200×200 (ìàòðèöà ÑËÀÓ 40000×
40000) òðåáóòñÿ óâåëè÷åíèå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè íà host�êîìïüþòåðå äî 8 Ãáàéò.

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè äîâîëüíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íà
âèäåîóñêîðèòåëÿõ GeForce ñîêðàùàåò âðåìÿ ñ÷åòà è ñðàâíèìî ñ âðåìåíåì ðåøåíèÿ çàäà÷
íà ÌÂÑ�1000/64 (ñì. òàáë. 1 è òàáë. 2).
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5. Çàêëþ÷åíèå
Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè î âîññòàíîâëåíèè ïåðåìåííîé

ïëîòíîñòè â ñëîå ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå
ÌÂÑ�1000 è ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ íà âèäåîêàðòàõ NVIDIA ðåãóëÿðíûå ïàðàëëåëüíûå
èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè è çàäà÷è ñ ðåàëüíûìè äàííûìè ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå âðåìåíè ñ÷åòà ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ íà âèäåîóñêîðèòåëÿõ GeForce GTX 285,
GeForce GTX 260 è ÌÂÑ�1000/64 ñ àíàëèçîì ýôôåêòèâíîñòè è óñêîðåíèÿ.
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