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Рассматривается задача о транспортировке пучка заряженных частиц в двумерной 
осесимметричной постановке. Решение проводится методом «частицы-в-ячейках» 
для самосогласованного электромагнитного поля. Проведено распараллеливание ла-
гранжевого этапа в методе. Предложена динамическая балансировка загрузки, суще-
ственно использующая свойства задачи и обеспечивающая малый дисбаланс при 
низких затратах процессорного времени. 

1. Введение 

Исследование релятивистских электронных пучков (РЭП) является актуальной задачей в 
связи с постоянно возникающими новыми областями их прикладного использования, а также 
по причине существования многих нерешённых задач теории пучков заряженных частиц. Ана-
литическое исследование динамики РЭП под воздействием собственных электрических и маг-
нитных полей возможно только в редких случаях из-за сложности описывающих их уравнений. 
Как следствие этого основную роль играет численное моделирование. Из универсальных мето-
дов, позволяющих проводить моделирование как слаботочных, так и сильноточных РЭП, прак-
тически единственным активно развиваемым в последнее время методом является метод «час-
тицы-в-ячейках» (particle-in-cell, PIC) [1-4]. Многие другие используемые методы основаны на 
методе «частицы-в-ячейках» и являются гибридными, например, использующие гидродинами-
ческое описание электронной компоненты [5], гирокинетическое описание [6] и/или метод 
Монте-Карло для описания столкновений частиц [7]. 

2. Постановка задачи  

Рассматривается осесимметричная задача о транспортировке пучка заряженных частиц в 
вакуумном зазоре, ограниченном двумя параллельно расположенными идеально проводящими 
круглыми электродами (рис. 1). Зазор имеет открытую боковую поверхность. Все заряженные 
частицы обладают одинаковой начальной энергией и удельным зарядом. Плотность тока ин-
жекции распределена равномерно по области инжекции. Область инжекции расположена на 
одном из торцевых электродов, её площадь много меньше площади электрода, с которого осу-
ществляется инжекция. 

В модели решаются уравнения движения частиц под действием собственных электриче-
ских и магнитных полей. Ввиду осевой симметрии исследуемой системы всюду используется 
цилиндрическая система координат. Собственные поля, создаваемые частицами, находятся из 
решения уравнений Максвелла (1) по известным координатам и скоростям частиц. 
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где ( ), ,=i i i i
r zB B B Bϕ  – вектор собственного магнитного поля; 

( ), ,=i i i i
r zE E E Eϕ  – вектор собственного электрического поля; 

( , , )= r zJ J J Jϕ  – вектор плотности тока; 

с – скорость света. 

                                                 
* Работа проводится в рамках интеграционного проекта №26 СО РАН. 
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Рис. 1. Вакуумный зазор 

Запишем уравнения (1) для компонент векторов собственного электрического и магнитного 

полей с учётом осевой симметрии задачи 0
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Помимо уравнений (1) система уравнений Максвелла содержит также уравнения: 
0;=idiv B   

4 ,=idiv E πρ  (3) 
где ρ – плотность заряда. 

Запишем уравнения (3) для компонент векторов электрического и магнитного поля с учё-

том осевой симметрии задачи 0
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Соотношения (4) должны выполняться на любом шаге по времени. Известно [2], что если 
уравнения (4) выполняются на начальном шаге, то они будут справедливы и на последующих 
шагах по времени при отсутствии погрешности округления и погрешности метода [8]. 

Начальные условия для векторов электромагнитного поля: 
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Граничные условия для векторов электромагнитного поля: 
0 : 0=   = = =i i i

r zz E E Bϕ  (0 ≤ ≤r Lr  - граница идеального проводника), граница 4 (рис.1); 

: 0= = = =i i i
r zz Lz E E Bϕ  ( 0≤ ≤r Lr  - граница идеального проводника), граница 2 (рис.1); 

0 : 0= = =i i
rr E Bϕ  ( 0≤ ≤z Lz  - ось симметрии), граница 3 (рис. 1); 

: 0= = = = = = =i i i i i i
z r z rr Lr E E E B B Bϕ ϕ   ( 0≤ ≤z Lz  - открытая граница, достаточно удалённая от 

зарядов), граница 1 (рис. 1). 
Движение частиц описывается уравнениями Ньютона-Лоренца:  
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где pu  – релятивистская скорость частицы, ;= ⋅p pu v γ  

( ), ,= z p pp r pv v vv ϕ - скорость частицы; 

q – заряд частицы; 
m – масса покоя частицы; 
E – электрическое поле, действующее на частицу; 

γ – релятивистский коэффициент, 

2

2
1= + pu

c
γ ; 

B – магнитное поле, действующее на частицу. 

( ),=p p px r z – радиус-вектор частицы (φp не учитывается ввиду осевой симметрии задачи). 

Для решения уравнений (5), (6) имеются начальные условия: 
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Частицы распределяются по псевдослучайному равномерному закону на небольшом рас-
стоянии от инжектирующего электрода вблизи оси (см. рис. 1). В случае если частица достига-
ет любой границы расчётной области кроме оси симметрии, исследование её движения пре-
кращается. При переходе через ось симметрии (вследствие вычислительной погрешности) час-
тица «отражается», т.е. знаки её радиальной координаты rp и радиальной компоненты скорости 
vrp изменяются на противоположные. 

3. Вычислительные технологии 

Для решения данной задачи применяется метод «частицы-в-ячейках», относящийся к клас-
су гибридных (эйлерово-лагранжевых) методов. Они характерны тем, что эволюция системы 
частиц на каждом временном шаге разбивается на два этапа. На одном из них при фиксирован-
ном положении частиц предварительно вычисляется результат их взаимодействия и (или) их 
коллективного воздействия на среду. Расчёт ведётся на неподвижной (эйлеровой) сетке, поэто-
му этап назван эйлеровым. На другом, лагранжевом, этапе выполняется интегрирование на 
очередном временном шаге динамической системы, правая часть которой (поля) вычислена на 
эйлеровом этапе [1]. 

Для решения уравнений Максвелла используется явная разностная схема, обеспечивающая 
точное выполнение граничных условий для векторов электромагнитного поля на идеальном 
проводнике (рис. 2). Смещённые на половину шага в пространстве и времени равномерные сет-
ки обеспечивают второй порядок аппроксимации по времени и пространству [2]. Данная разно-
стная схема успешно используется в коде KARAT [9], широко применяемом для расчёта раз-
личных электродинамических систем. 
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Для интегрирования уравнений движения частиц используется широко распространённый 
алгоритм Бориса для осесимметричной задачи, основывающийся на алгоритме интегрирования 
с перешагиванием (leap-frog), который имеет второй порядок аппроксимации и сохраняет им-
пульсы частиц [2]. Вычислительный цикл последовательной программы состоит из поперемен-
ного решения двух задач: нахождения собственных электромагнитных полей (эйлеров этап) и 
интегрирования уравнений движения частиц под действием рассчитанных собственных полей 
(лагранжев этап). 

Поскольку поля определяются на эйлеровой сетке, а координаты и скорости частиц на ла-
гранжевой, то необходима операция раздачи плотности заряда и плотности тока в узлы эйлеро-
вой сетки для решения уравнений Максвелла и обратная процедура интерполяции для интегри-
рования уравнений движения. В качестве такой процедуры применена PIC-интерполяция [4]. 
При этом вычисление сеточной плотности тока согласовано с изменением плотности заряда в 
ячейке эйлеровой сетки, что позволяет удовлетворить соотношениям (4) [1]. 

 
Рис. 2. – Фрагмент сетки и размещение определяемых значений переменных 

Выполненный тайминг последовательной программы показал, что доля временных затрат 
центрального процессора, приходящихся на вычисление электромагнитного поля по уравнени-
ям (1) – (4), составляет приблизительно 3·10-4 при использовании пространственных сеток 
100x100 и количества частиц приблизительно 4·106.  Поскольку выполнение эйлерова этапа ал-
горитма занимает времени много меньше времени выполнения лагранжева, проведено распа-
раллеливание только лагранжева этапа. 

Распараллеливание лагранжева этапа возможно вследствие того, что частицы напрямую не 
взаимодействуют между собой, взаимодействие их осуществляется косвенно через электромаг-
нитное поле. Вторым существенным фактором является аддитивность плотности тока и её се-
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точного аналога. Аддитивность в данном случае означает, что сеточная плотность тока группы 
частиц равна сумме сеточных плотностей тока каждой из частиц в отдельности. 

Параллельный алгоритм решения задачи разработан в рамках модели программирования 
SPMD (распараллеливание по данным) [10]. При параллельной реализации алгоритма исполь-
зовался язык программирования Fortran 90 с библиотекой MPI. Структурная блок-схема алго-
ритма представлена на рис. 3. 

Частицы инжектируются в расчётную область, которая является общей для каждого из 
процессов, при этом производится динамическая балансировка загрузки при расчёте движения 
частиц (см. ниже). На начальном шаге по времени частицы распределяются равномерно по 
процессам. 

Далее происходит раздача плотности тока в узлы сетки на каждом из процессов, на основе 
имеющихся координат частиц данного процесса. В результате получаются «неполные» плотно-
сти тока для каждого процесса. Для интегрирования уравнений Максвелла (1) необходимо со-
брать на каждом из процессов источники (сеточные плотности тока). Сборка (суммированием) 
рассчитанных «неполных» сеточных плотностей тока , ,r zJ J Jϕ  на всех процессах осуществля-

ется процедурой MPI_ALLREDUCE. На эйлеровом этапе все процессы интегрируют уравнения 
Максвелла во всей расчётной области. Далее параллельно интегрируются уравнения движения  
распределённых по процессам частиц (5) – (6). 

 
Рис. 3. – Блок-схема параллельного алгоритма 

4. Балансировка загрузки 

Поскольку число частиц в расчётной области – величина переменная, то возможна ситуа-
ция, когда различные процессы обрабатывают существенно различное число частиц, что не-
удовлетворительно сказывается на производительности параллельной программы в целом. По-
этому необходима процедура выравнивания числа частиц каждого процесса, обычно называе-
мая динамической балансировкой загрузки процессов [11]. 

Балансировка загрузки процессов осуществляется при помощи алгоритма регулирования 
инжекции частиц: максимальное число частиц, инжектируемых на данном шаге по времени, 
получает процесс, имеющий в расчётной области минимальное число частиц. На очередном 
шаге по времени мастер-процесс получает число частиц от остальных процессов и в соответст-
вии с дисбалансом загрузки распределяет инжектируемые частицы по процессам. 

Результаты расчётов показывают, что дисбаланс загрузки составляет малые доли процента, 
при этом временные затраты процессорного времени на балансировку минимальны. Также сто-
ит отметить небольшую трудоёмкость программирования и отладки данного алгоритма. К не-
достаткам можно отнести ориентированность алгоритма балансировки на задачи, имеющие 
существенно инжекционный характер. 
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5. Результаты 

На рисунке 4 приведены графики зависимости ускорения и эффективности работы парал-
лельной программы от числа процессов при количестве обрабатываемых частиц 40·106 

и про-
странственных сетках 100x100. Пунктиром показано максимальное теоретическое ускорение, 
вычисленное в соответствии с законом Амдаля [12] при доле вычислительных операций парал-
лельной программы, которые выполняются сугубо последовательно, равной 3·10-4. Эффектив-
ность работы параллельной программы рассчитывалась как отношение реального ускорения к 
теоретическому. Полученные результаты говорят о хорошей эффективности распараллелива-
ния алгоритма. 

Полученное на кластере ТГУ СКИФ Cyberia решение (см. рис. 5) хорошо согласуется с 
решением подобной задачи PIC-кодом KARAT[9] и PIC-кодом OOPIC. 

 

 
Рис. 4. Зависимости ускорения и эффективности работы параллельной программы от числа процессов 

 
 а) б) 

Рис. 5. Зависимость z-компоненты скорости частиц от координаты z (а), зависимость анодного тока от 
времени (б) 

6. Заключение 

Необходимо отметить, что вследствие применения процедуры вычисления тока, сохра-
няющей заряд, наблюдается достаточно высокий уровень счётного шума. При дальнейшей до-
работке кода планируется разработка алгоритма сглаживания плотности тока (см., например, 
[13]), а также учёт в модели большего числа физических процессов, происходящих в рассмат-
риваемой системе и аналогичных ей. 
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