
Ïîñòðîåíèå ý��åêòèâíîãî ïàðàëëåëüíîãî ìåòîäàðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà ∗Â.À. Âøèâêîâ, À.Â. ÑíûòíèêîâÏðåäñòàâëåí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ó÷å-òà îñîáåííîñòåé ðåøàåìîé çàäà÷è. Íåñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð çàäà÷è ïîçâîëÿåòáûñòðî ðåøàòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèò-ìîâ. Ó÷åò îñåâîé ñèììåòðèè äèñêà äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äåêîìïîçèöèèðàñ÷åòíîé îáëàñòè, çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàþùåé îáúåì ìåæïðîöåññîðíûõ êîììó-íèêàöèé. Íàêîíåö, ïðèáëèæåíèå áåñêîíå÷íî òîíêîãî äèñêà ïîçâîëÿåò äîïîëíè-òåëüíî óñêîðèòü ñ÷åò ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ.1. Ââåäåíèå1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÝâîëþöèÿ ïûëåâîé êîìïîíåíòû ãàçîïûëåâîãî ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà, âðàùàþøåãîñÿ âãðàâèòàöèîííîì ïîëå íåêîòîðîé çâåçäû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé çâåçäíîé äèíàìè-êè, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ Âëàñîâà-Ëèóâèëëÿ è óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:
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(1)ãäå f(t, ~r, ~u) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïûëè ïî ñêîðîñòÿì, ~a � óñêîðåíèå ÷àñòèö, êî-òîðîå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé ~a = −∇Φ, ρ - îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà (ñóììà ïëîòíîñòèãàçà è ÷àñòèö), Φ - ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, γ - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ýòà ñèñòåìàäîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè ãàçîâîé äèíàìèêè, îïèñûâàþùèìè äâèæåíèå ãàçîâîé êîìïîíåí-òû ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà [1℄. ×àñòèöû è ãàç äâèæóòñÿ â òðåõ èçìåðåíèÿõ, íî ïðè èçó÷åíèèýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå öåíòðàëüíîãî òåëà ñ ìàññîé, íàïîðÿäîê áîëüøåé ìàññû äèñêà. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äâóìåðíûì, à ñàìäèñê áåñêîíå÷íî òîíêèì, òàê ÷òî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ρ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ïóàññî-íà ðàâíà 0. Ïëîòíîñòü âåùåñòâà â ïëîñêîñòè äèñêà σ èñïîëüçóåòñÿ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.Óðàâíåíèå Ïóàññîíà, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî òðåõìåðíûì.Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé. Ñè-ñòåìà óðàâíåíèé (1) ðåøàåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå. Óðàâíåíèå Âëàñîâà-Ëèóâèëëÿðåøàåòñÿ ìåòîäîì ÷àñòèö-â-ÿ÷åéêàõ, ÷òî äàåò êîîðäèíàòû ìîäåëüíûõ ÷àñòèö è ïëîòíîñòüâåùåñòâà, çàòåì ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöè-àëà. Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé òåìîé íàñòîÿùåé ðàáîòû.Âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé áóäóò ðåøàòüñÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà-Ëèóâèëëÿ èÏóàññîíà, îáóñëîâëåí ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Îñíîâíîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âåùå-ñòâà â ïðîòîïëàíåòíîì äèñêå - êðóãîâîå, ïîýòîìó æåëàòåëüíî, ÷òîáû ñèñòåìà êîîðäèíàòîáåñïå÷èâàëà èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà âîêðóã öåíòðàëüíîé òî÷êè (çâåçäûèëè ïðîòîçâåâäû). Òàêæå æåëàòåëüíî èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ íå�èçè÷åñêèõ êðåñòîîáðàçíûõñòðóêòóð, êîòîðûé áûëè ïîëó÷åíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãàëàêòè÷åñêèõ äèñêîâ â äåêàðòîâûõêîîðäèíàòàõ [2℄.
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé, ãðàíòû 08-01-615 è 08-01-622.
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Â îòíîøåíèè ðàçìåðà ñåòêè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Âëàñîâà-Ëèóâèëëÿ è Ïóàññîíàìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùóþ îöåíêó. Ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè Ñîëíå÷íîé Ñèñòåìû íàèáîëååèíòåðåñíà îáëàñòü, íàõîäÿùàÿñÿ âíóòðè îðáèòû Ìàðñà, êîòîðàÿ â 50 ðàç ìåíüøå ðàçìåðàâñåé Ñîëíå÷íîé Ñèñòåìû (åñëè ïðèíÿòü çà òàêîâîé ðàäèóñ îðáèòû Ïëóòîíà). Åñëè âçÿòüíà äëèíå îðáèòû Ìàðñà 10 óçëîâ ñåòêè, ÷òî ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìî, òî ðàçìåð ñåòêè ïîðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå áóäåò 500 óçëîâ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî øàãè ñåòêèïî âñåì òðåì êîîðäèíàòàì äîëæíû áûòü ïðèìåðíî ðàâíûìè, ïîëó÷àåì îöåíêó ðàçìåðàòðåõìåðíîé ñåòêè 5003.Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Âëàñîâà-Ëèóâèëëÿ ìåòîäîì ÷àñòèö óðîâåíü íå�èçè÷åñêèõ øó-ìîâ îöåíèâàåòñÿ êàê N−1/2, ãäå N - ÷èñëî ÷àñòèö â ÿ÷åéêå ñåòêè (100 ÷àñòèö â ÿ÷åéêå äàþò10 % øóìîâ). Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîé îöåíêè ðàçìåðà ñåòêè ìèíèìàëüíîíåîáõîäèìî 25 ìèëëèîíîâ ÷àñòèö (ïî 100 íà ÿ÷åéêó ñåòêè â ïëîñêîñòè äèñêà). Îäíàêî äëÿèññëåäîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ïðîòîïëàíåòíîì äèñêå óðîâåíü øóìîâ â10 % ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìî áîëüøèì. Òàêèì îáðàçîì íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ñ ñîò-íÿìè ìèëëèîíîâ ÷àñòèö, ÷òî îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðÝÂÌ.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ íà ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ïóàññîíàè Âëàñîâà-Ëèóâèëëÿ:
• ðåøåíèå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
• ñïîñîáíîñòü ðåøàòü çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ
• âîçìîæíîñòü ý��åêòèâíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ1.2. Âûáîð ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÏóàññîíàÈòàê, â çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà îáëàñòü ðåøåíèÿ èìååòâèä êðóãîâîãî öèëèíäðà

0 ≤ r ≤ RM , 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ ZM ,ïðè ýòîì äèñê ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íî òîíêèì è íàõîäèòñÿ íà íèæíåé ãðàíè öèëèíäðà(z = 0). Óðàâíåíèå Ïóàññîíà ðåøàåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ïðîöåññà ìîäåëèðîâà-íèÿ. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè äèñ-êðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåòçàäà÷à ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé ïëîõî îáóñëîâëåííîé ÑËÀÓ áîëüøîãî ðàçìåðà, ÷òî òðåáóåòðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.Â êíèãå [3℄ ïðèâåäåíà òàáëèöà, ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî èòåðàöèîííûå ìåòîäû - ñîïðÿæåí-íûõ ãðàäèåíòîâ èëè âåðõíåé ðåëàêñàöèè ðàáîòàþò ìåäëåííåå (ñëîæíîñòü O(N3/2), ãäå N -÷èñëî íåèçâåñòíûõ), ÷åì ïðÿìûå - ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èëè áëî÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿðåäóêöèÿ (ñëîæíîñòü O(N log N)). Òåì íå ìåíåå, èòåðàöèîííûå ìåòîäû îáëàäàþò âàæíûìñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøàåìîé çàäà÷è äîñòîèíñòâîì. Äåëî â òîì, ÷òî îíè ðàáîòàþò íàìíîãîáûñòðåå ïðè íàëè÷èè áëèçêîãî ê ðåøåíèþ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â çàäà÷å ìîäåëèðîâà-íèÿ ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà óðàâíåíèå Ïóàññîíà ðåøàåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîìøàãå. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü íàèáîëåå ïðîñòûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, íà-ïðèìåð, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (ÏÂ�), êîòîðûå ñïîñîáíû ó÷èòûâàòüðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì øàãå.Óðàâíåíèå Ïóàññîíà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä:
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= 4πγρÂ ñëó÷àå áåñêîíå÷íî òîíêîãî äèñêà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà çàìåíÿåòñÿ íà δ(z)σ(r, ϕ),ãäå δ(z) - äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, σ(r, ϕ) - ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü. Óðàâíåíèå Ïóàññî-íà ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà, íî äàëåå áóäåò ïî-ïðåæíåìó
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èñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëèðîâêà "óðàâíåíèå Ïóàññîíà òàê êàê ðåàëèçîâàííûå ÷èñëåííûå ìå-òîäû â îñíîâíîì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ íåíóëåâîé ïðàâîé÷àñòüþ. Íà ïîâåðõíîñòè äèñêà ñóùåñòâóåò ðàçðûâ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà
∂Φ

∂z z→+0

−
∂Φ

∂z z→−0

= 2πγσ (2)Òàêèì îáðàçîì ïîÿâëÿåò
ÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõ-íîñòè äèñêà (z = 0). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè r = RM è z = ZM ìîãóò áûòü çàäàíû ïðîèç-âîëüíî òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðè ìèíèìàëüíîì âðåìåíèñ÷åòà, íàïðèìåð, âû÷èñëÿÿ ïîòåíöèàë ïðè r = RM è z = ZM ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãîâû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà:
Φ(~r0) =

∫
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|~r0 − ~r|
(3)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè r = RM è z = ZM çàäàþòñÿ îäèí ðàç â íà÷àëå ðàñ÷åòà (ìîìåíòâðåìåíè t = 0). Ïî êîîðäèíàòå ϕ çàäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.1.3. Àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ ÏóàññîíàÀïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìåêîîðäèíàò ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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i = 1, ...,NR − 1, k = 1, ...,Nϕ l = 2, ...,NZ − 1

(4)
Çäåñü NR, Nϕ , NZ - ÷èñëî óçëîâ ïî ðàäèàëüíîé, óãëîâîé è z-êîîðäèíàòå ñîîòâåòñòâåííî.Â ïëîñêîñòè äèñêà, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà ïî íàïðàâëåíèþ z íå ñóùåñòâóåò. Òåìíå ìåíåå ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2) äëÿ óçëîâ ñåòêè, íàõîäÿùèõñÿ â ïëîñêîñòè äèñêà(z = 0),ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå:
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Φi−1/2,k−1/2,2 − Φi−1/2,k−1/2,1

]

= σi−1/2,k−1/2

i = 1, ...,NR − 1, k = 1, ...,Nϕ

(5)
Â ñèëó íàëè÷èÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Φi−1/2,Nϕ+1/2,l = Φi−1/2,1/2,l

Φi−1/2,−1/2,l = Φi−1/2,Nϕ−1/2,l
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2. �åøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà2.1. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèèÌåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áûñòðûì ìåòîäîìðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Îäíàêî ýòîò ìåòîä î÷åíü ïðîñò è ïîýòîìó õîðîøî ïîääàåòñÿ ðàçëè÷íûììîäè�èêàöèÿì, óñêîðÿþùèì åãî ðàáîòó. Áîëåå òîãî, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá ýâîëþöèè ïðî-òîïëàíåòíîãî äèñêà ìåòîä ÏÂ� ìîæåò áûòü áîëåå ý��åêêòèâåí, ÷åì, êàê ñ÷èòàåòñÿ, áîëååáûñòðûå ìåòîäû, òàêèå êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èëè öèêëè÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ.Äåëî â òîì, ÷òî ìåòîä ÏÂ� ðàáîòàþò íàìíîãî áûñòðåå ïðè íàëè÷èè áëèçêîãî ê ðåøå-íèþ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýòî 2-3, ìàêñèìóì 10 èòåðàöèé).Â çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà óðàâíåíèå Ïóàññîíà ðåøàåòñÿíà êàæäîì âðåìåííîì øàãå. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûå ìåòîäû,êîòîðûå ñïîñîáíû ó÷èòûâàòü ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì øàãå. Áîëååáûñòðûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, òàêèå êàê GMRES, èëè ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, äåëàþò ìåíü-øå èòåðàöèé, íî èç-çà áîëüøåé ñëîæíîñòè îòäåëüíîé èòåðàöèè âðåìÿ îêàçûûâàòñÿ áîëüøå.2.1.1. Ìåòîä ÏÂ� äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÏóàññîíàÑèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4,5) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-íîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñ ïðèìåíåíèåì öèêëè÷åñêîé ïðîãîíêè, äëÿ ÷åãî óðàâíåíèÿ ïåðåïè-ñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
−

1

h2
ϕr2

i−1/2

Φ̂i−1/2,k−3/2,l +
2

h2
ϕr2

i−1/2

Φ̂i−1/2,k−1/2,l −
1

h2
ϕr2

i−1/2

Φ̂i−1/2,k+1/2,l =

1

h2
r

[

ri−1

ri−1/2

Φi−3/2,k−1/2,l − 2Φi−1/2,k−1/2,l +
ri

ri−1/2

Φi+1/2,k−1/2,l

]

+

+
1

h2
z

[

Φi−1/2,k−1/2,l−1 − 2Φi−1/2,k−1/2,l + Φi−1/2,k−1/2,l+1

]

− ρi−1/2,k−1/2,l

i = 1, ...,NR − 1, k = 1, ...,Nϕ l = 1, ...,NZ − 1

Φn
i−1/2,k−1/2,l(m) = ω ˆPhi

n
i−1/2,k−1/2,l(m) + (1 − ω)Φn−1

i−1/2,k−1/2,l(m)

(6)
ρi−1/2,k−1/2,l =























σi−1/2,k−1/2 l = 0

0 j = 1, ...,NZ − 1

i = 2, ...,NR − 1, k = 2, ...,Nϕ − 1 l = 1, ...,NZ − 1 (7)çäåñü ω - ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåëàê-ñàöèè ω èçâåñòíà �îðìóëà [4℄
ω0 =

2

1 +
√

1 − µ2ãäå µ - êîý��èöèåíò ïîäàâëåíèÿ îøèáêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà ßêîáè.
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2.1.2. �àäèàëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòèÎñíîâíîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèå ÷àñòèö â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å - óãëîâîå è ïðè ðàç-äåëåíèè îáëàñòè ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå íà êàæäîì øàãå ïîòðåáîâàëîñü áû ïåðåñûëàòüáîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö. Çàïîëíåíèå îáëàñòè ÷àñòèöàìè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè èç-íà÷àëüíî íåðàâíîìåðíîå, à âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè ÷àñòèö âîâñå íå ìîæåò áûòü � ýòî ïî-òðåáîâàëî áû ïåðåñ÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êàæäîì øàãå. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíîåðàñïðåäåëåíèå çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ ïðè ðàäèàëüíîé äåêîìïîçèöèè îáëàñòè íåâîçìîæíî.Ïîýòîìó ÷àñòèöû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðîöåññîðàì ðàâíîìåðíî, áåç ó÷åòà èõ ïîëîæåíèÿâ ïðîñòðàíñòâå. Â ïîëüçó ýòîãî âàðèàíòà ãîâîðèò è òî, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ ÷àñòèöíåîáõîäèìî çíàíèå ïîòåíöèàëà íå âî âñåé îáëàñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, à òîëü-êî â îäíîé ïëîñêîñòè. Ýòî âîçìîæíî â ñèëó òîãî, ÷òî ìîäåëèðóåìàÿ �èçè÷åñêàÿ ñèñòåìàñ÷èòàåòñÿ ïëîñêîé. Òàêîé ñïîñîá ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ìåòîäà ÷àñòèö îáëåã÷àåò âûáîð ìåòî-äà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, òàê êàê òðåõìåðíàÿ îáëàñòü äëÿ ïîòåíöèàëà ìîæåòáûòü ðàçáèòà íà ïîäîáëàñòè äëÿ ðàçìåùåíèÿ â ÏÝ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Îáðàçóþùèåñÿïîäîáëàñòè íå ñâÿçûâàþòñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ÷àñòèö ïî ÏÝ.Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà îáëàñòü ðåøåíèÿ ðàçäåëåíà íà ñëîè ïî ðàäèóñó äëÿòîãî, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè âûðîâíÿòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà â êàæäîì ÏÝ è èñïîëüçîâàòü ìåòîä öèêëè÷åñêîé ïðîãîíêè â óãëîâîì íàïðàâëåíèè.�èñóíîê 2.1.2 ïîêàçûâàåò ðàçäåëåíèå öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ìåæäó ïÿòüþ ïðîöåññîðàìè.

�èñ. 1. �àäèàëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåèÿ Ïóàññîíà ìå-òîäîì ÏÂ�.Òàêîé âàðèàíò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà òðåáóåò îáìåíà ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîöåññîðàìè íà êàæäîé èòåðàöèè. Ïðè îòíîñèòåëü-íî íåáîëüøîé ñêîðîñòè ìåæïðîöåññîðíîãî îáìåíà íà êëàñòåðàõ â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿíåáîëüøîå óñêîðåíèå ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè (â 2 ðàçà íà òðåõ ïðîöåññîðàõ è â 2.5 ðàçàíà 6 ïðîöåññîðàõ). Ñâåðõ òîãî, íåîáõîäèìà âûñîêàÿ ñêîðîñòü ïðè îáðàùåíèè ê îïåðàòèâ-íîé ïàìÿòè äëÿ ðàáîòû ñ òðåõìåðíîé ìàòðèöåé ïîòåíöèàëà, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìóçàìåäëåíèþ ïðè ðàáîòå íà ÝÂÌ ñ îáùåé ïàìÿòüþ.2.2. Ïåðåõîä îò òðåõìåðíîé ÑËÀÓ ê íàáîðó äâóìåðíûõ2.2.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåÄëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ìåæïðîöåññîðíûõ êîììóíèêàöèé íà êàæäîé èòåðàöèè,áûëî âûïîëíåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå, Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
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íàáîð ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ Ôóðüå-ãàðìîíèê ïîòåíöèàëà.
1

h2
r

[

ri−1

ri−1/2

Hi−3/2,l(m) +
ri

ri−1/2

Hi+1/2,l(m)

]

+
1

h2
z

[

dlHi−1/2,l−1(m) + ulHi−1/2,l+1(m)
]

−

−

[

2

h2
z

+
2

h2
r

+ 4 sin2 πm

Nϕ

1

h2
ϕr2

i−1/2

]

Hi−1/2,l(m) = Ri−1/2,l(m),

i = 1, ...,NR − 1, m = 0, ...,Nϕ − 1 l = 1, ...,NZ − 1. (8)Ïîëó÷åííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ Ôóðüå-ãàðìîíèê ïîòåí-öèàëà ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ âîç-ìîæíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïóòåì äåêîìïîçèöèè îáëàñòèïî óãëîâûì âîëíîâûì ÷èñëàì (m). Ïðè ýòîì ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àþòñÿ êîììóíèêàöèè ìåæ-äó ïðîöåññîðàìè íà ýòàïå ðåøåíèå ÑËÀÓ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êàæäîé èç ãàðìîíèê çíà÷åíèÿ
l = 0 ñîáèðàþòñÿ â îäèí ïðîöåññîð äëÿ âûïîëíåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.2.2.2. Ñâîéñòâà ìàòðèöû äâóìåðíîé ÑËÀÓ�àññìîòðèì ñòðîêó ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ Ôóðüå-ãàðìîíèêè ñ âîë-íîâûì ÷èñëîì m

Ai,l(m) =

{

1

h2
z

, 0, ..., 0,
1

h2
r

ri−1

ri−1/2

,−2

(

1

h2
z

+
1

h2
r

+ 2 sin2 πm

Nϕ

1

h2
ϕr2

i−1/2

)

,
1

h2
r

ri

ri−1/2

, 0, ..., 0,
1

h2
z

}Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïÿòèäèàãîíàëüíîé. Âèäíî, ÷òî äëÿ m = 0 äèàãî-íàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû A ðàâåí ñóììå íåäèàãîíàëüíûõ, òî åñòü äèàãîíàëüíîå ïðåîáëà-äàíèå î÷åíü ñëàáî âûðàæåíî. Äàëåå ñ óâåëè÷åíèåì m äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàñòåò. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ êîðîòêîâîëíîâûõ ãàðìîíèê (ñ áîëüøèì m) èìååòñÿ âûðàæåííîå äèàãîíàëüíîåïðåîáëàäàíèå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äëèííîâîëíîâûõ ãàðìîíèê äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèåñëàáîå. Ýòî ïðèâîäèò ê ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ äëÿ 0-é ãàðìîíèêè èòå-ðàöèîííûìè ìåòîäàìè èëè ê ïîòåðå òî÷íîñòè èëè äàæå ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèèñïîëüçîâàíèè ïðÿìûõ ìåòîäîâ.íà ðèñóíêå 2.2.2 ïîêàçàíî ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäà ÏÂ� äëÿ ðàçëè÷íûõ �óðüå-ãàðìîíèê.×èñëî èòåðàöèé äëÿ 0-é ãàðìîíèêè áîëåå 500. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíî óñëîâíîå ÷èñëîèòåðàöèé, ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìåíè ñ÷åòà ãàðìîíèêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå (âû÷èñëåíèå îäíîé ãàðìîíèêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðîèñõîäèò0.11 ñ, ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé èòåðàöèè ìåòîäà ÏÂ� 0.035 ñ). Äðîáíîå ÷èñëîèòåðàöèé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èòåðàöèè ïî êîîðäèíàòå z ñ öåëüþ óñêîðåíèÿ ñ÷åòà ïðîâîäèëèñüíå âî âñåì èíòåðâàëå l = 1, ...,NZ . �àçìåð ñåòêè äëÿ îòäåëüíîé ãàðìîíèêè NR × NZ =
500 × 512, ðàñ÷åò ïðîâåäåí íà ïðîöåññîðå Itanium2.
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�èñ. 2. ×èñëî èòåðàöèé ìåòîäà ÏÂ� â çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî ÷èñëà, (Nϕ = 512), â òîìñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ áëèçêîå ê ðåøåíèþ íà÷àëüíîå èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå.2.2.3. �àñ÷åò Ôóðüå-ãàðìîíèêè ìåòîäîì ÏÂ�Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè áûë ðåàëèçîâàí â ñëåäóþùåì âèäå:
Ĥn

i−1/2,l(m) =

[

2

h2
z

+
2

h2
r

+
4

h2
ϕr2

i−1/2

sin2 πm

Nϕ

]

−1

×

×

{

−Ri−1/2,l(m) +
1

h2
r

[

ri−1

ri−1/2

Hn
i−3/2,l(m) +

ri

ri−1/2

Hn−1

i+1/2,l(m)

]

+

+
1

h2
z

[

dlH
n
i−1/2,l−1

+ ulH
n−1

i−1/2,l+1

]

}

Hn
i−1/2,l(m) = ωĤn

i−1/2,l(m) + (1 − ω)Hn−1

i−1/2,l(m)

i = 2, ...,NR − 1, m = 0, ...,Nϕ − 1 l = 1, ...,NZ − 1

(9)
çäåñü ω - ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè.Äëÿ ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàíî ïîäîáðàííîå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ω0 =
1.83.Äëÿ ìåòîäà ÏÂ� ÷èñëî èòåðàöèé çàâèñèò îò íîìåðà ãàðìîíèêè êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå2.2.2. Èòåðàöèè ïðåêðàùàëèñü ïðè íåâÿçêå

ε < 10−6 ε = maxi,k,l|Φ
n
i−1/2,k+1/2,l − Φn+1

i−1/2,k+1/2,l|Äàëüíåéøåå åå óìåíüøåíèå íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà (ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà σ) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ.Êîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ áûë óæå áëèçîê ê ñõîäèìîñòè, (ε ∼ 10−4) èòåðàöèè ïîêîîðäèíàòå z ñ öåëüþ óñêîðåíèÿ ñ÷åòà ïðîâîäèëèñü íå âî âñåì èíòåðâàëå l = 1, ...,NZ . Åñëè
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äëÿ ñëîÿ l0 ïî z-êîðäèíàòå óñëîâèå ñõîäèìîñòè
maxi,k|Φ

n
i,k,l0 − Φn+1

i,k,l0
| < 10−6âûïîëíåíî, òî ñëîè ñ l > l0 íå ðàññìàòðèâàëèñü. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê ñ òå÷åíèåì âðåìåíèèçìåíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå òîëüêî íà íèæíåé ãðàíè öèëèíäðà (l = 1). ×èñëî èòåðàöèé,òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì ÷èñëà âñåõ ïðîéäåííûõ â õîäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàñëîåâ ïî z-êîîðäèíàòå íà NZ è ìîæåò îêàçàòüñÿ äðîáíûì, êàê íà ðèñóíêå 2.2.2.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 2.2.2, äëÿ íåêîòîðûõ ãàðìîíèê ïîòåíöèàëà ìåòîä ÏÂ� ðàáîòàåòáûñòðåå, ÷åì ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì áëèçêîãî ê ðåøåíèþíà÷àëüíîãî èòåðàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàëîñüðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì øàãå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â òå÷åíèå îä-íîãî âðåìåííîãî øàãà ïëîòíîñòü, à çíà÷èò, è ïîòåíöèàë èçìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ýòî,åñòåñòâåííî, íå îçíà÷àåò, ÷òî èòåðàöèîííûé ìåòîä (ÏÂ�) ðàáîòàåò áûñòðåå è ëó÷øå ïðÿìîãî(ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) â îáùåì ñëó÷àå.×èñëî èòåðàöèé äëÿ 0-é ãàðìîíèêè áîëåå 500, ïîýòîìó 0-ÿ ãàðìîíèêà íà ðèñóíêå 2.2.2íå ïîêàçàíà. Òàêèì îáðàçîì, èìåííî 0-ÿ ãàðìîíèêà äàåò îñíîâíîé âêëàä â íàãðóçêó âû÷èñ-ëèòåëüíîé ñèñòåìû ïðè ðàñ÷åòå âñåõ ãàðìîíèê ìåòîäîì ÏÂ�. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî òàêîåðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè ïî ãàðìîíèêàì ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ ÑËÀÓ (ïëîõî îáóñëîâëåí-íàÿ ìàòðèöà), à íå èñïîëüçóåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàñïàðàëëåëèâàíèåðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïðè ðàñ÷åòå âñåõ ãàðìîíèê ìåòîäîì ÏÂ� îêàçûâàåòñÿ çàòðóä-íèòåëüíûì (ïðîöåññîð, ñîäåðæàùèé ãàðìîíèêó m = 0 âñåãäà îêàçûâàåòñÿ ïåðåãðóæåííûìïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïðîöåññîðàìè). Ýòó ïðîáëåìó óäàåòñÿ ðåøèòü ñ ïîìîùüþ âû÷èñ-ëåíèÿ 0-é ãàðìîíèêè ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.2.3. Âû÷èñëåíèå îòäåëüíûõ ãàðìîíèê ïîòåíöèàëà ìåòîäîì ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå2.3.1. �åàëèçàöèÿ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ ÔóðüåÒàê êàê ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååò ìåíüøóþ ñëîæíîñòü, ÷åì ìåòîä ÏÂ� (N log Nïðîòèâ N3/2), òî áûëî áû åñòåñòâåííûì ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå äëÿ ðàñ÷åòà òåõ ãàðìîíèê ïîòåíöèàëà, äëÿ ðàñ÷åòà êîòîðûõ íåîáõîäèìî áîëüøîåêîëè÷åñòâî èòåðàöèé (äëèííîâîëíîâûå ãàðìîíèêè m = 0, 1, 2, êàê íà ðèñóíêå 2.2.2).Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, íà íèæíåé ãðàíè (z = 0) öèëèíäðè÷åñêîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòèçàäàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëà, à íà âåðõíåé ãðàíè (z = zM ) -íà ñàì ïîòåíöèàë. Â ðåçóëüòàòå ïî êîîðäèíàòå z âîçíèêàåò êðàåâàÿ çàäà÷à òðåòüåãî ðîäà.×èñëåííîå ðåøåíèå òàêîé êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå òðåáóåò êîíñòðóè-ðîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, êàê óêàçàíî â [6℄, ïîýòîìó äëÿ ìåòîäàïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êðàåâîå óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà íà âåðõíåé ãðàíè öèëèíäðà (z = ZM )áûëî çàìåíåíî íà êðàåâîå óñëîâèå Íåéìàíà. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó âòî-ðîãî ðîäà ñî ñòàíäàðòíîé ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.Áûë âûáðàí íàèáîëåå ïðîñòîé ìåòîä ðàñ÷åòà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè z =

ZM . Ïîòåíöèàë âû÷èñëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà (3) íà ïîâåðõíîñòÿõ z = ZM è z =
ZM − hz. Äàëåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè z = ZMâû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì.�åàëèçàöèÿ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè ïî
r êîýý�èöèåíòàìè áûëà âûïîëíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâîäèëîñü ðàçëîæåíèå â îäíî-êðàòíûé ðÿä Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå z

Fi−1/2(m,k) =
NZ−1
∑

j=0

Hi−1/2,j(m)pj cos

(

πkj

NZ

)
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Qi−1/2(m,k) =
NZ−1
∑

j=0

Ri−1/2,j(m)pj cos

(

πkj

NZ

)

i = 2, ...,NR − 1

pj =























0.5 j = 0,NZ − 1

1 j = 1, ...,NZ − 2Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êàæäîé óãëîâîé Ôóðüå-ãàðìîíèêè ñ íîìåðîì m (8) çàìåíÿåòñÿ íà ñèñòåìó èç Nϕ × NZ íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãàòðåõäèàãîíàëüíûõ ÑËÀÓ:
1

h2
r

[

ri−1

ri−1/2

Fi−3/2(m,k) +
ri

ri−1/2

Fi+1/2(m,k)

]

−

[

2

h2
r

+ 4 sin2 πm

Nϕ

1

h2
ϕr2

i−1/2

+
4

h2
Z

sin2 πk

2NZ

]

Fi−1/2(m,k) = Qi−1/2(m,k),

i = 2, ...,NR − 1, m = 0, ...,Nϕ − 1 k = 1, ...,NZ − 1.

(10)
Ïîëó÷åííûå òðåõäèàãîíàëüíûå ÑËÀÓ ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè [4℄.2.3.2. Âëèÿíèå îïòèìèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîä àðõèòåêòóðó ïðîöåññîðàÁûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå âðåìåíè ðàñ÷åòà îäíîé ãàðìîíèêè ïîòåíöèàëà ñ ïîìîùüþìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÏÂ� â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå ñî-âåðøåííî íåèçâåñòíî, ðèñóíîê 2.3.2. Òîãäà ìåòîä ÏÂ� ðàáîòàåò î÷åíü äîëãî, â ÷àñòíîñòèäëÿ ñåòêè NR × NZ = 500 × 512 äåëàåòñÿ áîëåå 8000 èòåðàöèé. Â òàêîì ñëó÷àå ìåòîä ïðå-îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äàåò ðåøåíèå íà 4 ïîðÿäêà áûñòðåå (569 ñåêóíä äëÿ ìåòîäà ÏÂ� è 0.11ñåêóíäû äëÿ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå), êàê âèäíî èç ðèñóíêà 2.3.2.Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû �óíêöèè áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èç áèá-ëèîòåê NAG [7℄ è MKL [8℄. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ðàáî÷åé ñòàíöèè ñ ïðîöåññîðîì Itanium2,äëÿ äâóìåðíîé ñåòêè NR × NZ = 500 × 512 × 512. Èç ðèñóíêà 2.3.2 âèäíî, ÷òî ïðè ïîìî-ùè ïðîöåäóðû èç áèáëèîòåêè MKL ðåøåíèå ïðîèñõîäèò áûñòðåå, ÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåìïðîöåäóðû èç áèáëèîòåêè NAG.�àçíèöà âî âðåìåíè ñ÷åòà ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ îïòèìèçàöèåé áèáëèîòåêè MKL ïîä àðõè-òåêòóðó ïðîöåññîðà Itanium2. Ïðîöåäóðà FFTC áèáëèòåêè NAG, îñóùåñòâëÿþùàÿ áûñòðîåïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, áûëà èñïîëüçîâàíà â âèäå èñõîäíîãî òåêñòà íà ÿçûêå Ôîðòðàí, à íåâèäå îòêîìèëèðîâàííûõ äâîè÷íûõ �àéëîâ, êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå áèáëèîòåêè MKL.Òåì íå ìåíåå, îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî (3 ïîðÿäêà äëÿ ñåòêè NR × NZ = 500 × 512) ïî-ëó÷åíî èìåííî çà ñ÷åò ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ìåòîä ÏÂ� â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîìïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè NAG), è çàòåì åùå îäèí ïîðÿäîê ïî-ëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò îïòèìèçàöèè ïîä êîíêðåòíóþ àðõèòåêòóðó (ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüåñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè NAG ïî ñðàâíåíèþ ñ áèáëèîòåêîé MKL).3. Óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììûÂðåìÿ ðàñ÷åòà 0-é ãàðìîíèêè ïîòåíöèàëà ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîêðàùàåòñÿâ 10000 ðàç. Òàêèì îáðàçîì, 0-ÿ ãàðìîíèêà áîëåå íå âûçâàåò ïåðåãðóæåííîñòè ïðîöåññîðà,êîòîðûé ñîäåðæèò äëèííîâîëíîâóþ ÷àñòü ñïåêòðà.Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü äëÿ ñåòêè 500×512×512 è 100 ìèëëèîíîâ ÷àñòèö (äëÿ ðåøå-íèÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà-Ëèóâèëëÿ). �åàëüíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ íà 8, 16, 32, 64 ïðîöåññîðàõ
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�èñ. 3. Ñðàâíåíèå âðåìåíè ðàñ÷åòà 0-é ãàðìîíèêè ïîòåíöèàëà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÏÂ� èìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðîöåäóðà, ðåàëèçóþùàÿ áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåáûëà âçÿòà èç áèáëèîòåê NAG è MKL. �àçìåð ñåòêè äëÿ îòäåëüíîé ãàðìîíèêè NR × NZ =
500 × 512, ðàñ÷åò ïðîâåäåí íà ïðîöåññîðå Itanium2.ñðàâíèâàåòñÿ ñ âèðòóàëüíîé îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíîé ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáúåìîì ïàìÿ-òè (8 �á ñ ó÷åòîì ÷àñòèö). �àñ÷åòû ïðîâåäåíû íà êëàñòåðå ÍÊÑ-160 íà îñíîâå ïðîöåññîðàItanium2, ÈÂÌèì� ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê.Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íàèáîëåå òðóäîåìêèõ Ôóðüå-ãàðìîíèê ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëü-íî óëó÷øèòü óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3. Âîçíèêàåòåñòåñòâåííûé âîïðîñ: ïî÷åìó íåëüçÿ âû÷èñëÿòü âñå ãàðìîíèêè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå, îáåñïå÷èâàÿ òåì ñàìûì ðàâíîìåðíóþ çàãðóçêó ïðîöåññîðîâ è ëèíåéíîå óñêîðåíèå?Â òàêîì ñëó÷àå âðåìÿ ðàñ÷åòà ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, ÷åì ïðè âû÷èñëåíèè îïèñàííûì êîì-áèíèðîâàííûì ìåòîäîì. Âðåìÿ ñ÷åòà ïî ìåòîäó ÏÂ� íà 8 ïðîöåññîðàõ 7 ñåêóíä äëÿ 512ãàðìîíèê, à ïî ìåòîäó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 7.9 ñåêóíäû. Â ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõ ðå÷ü èäåòî äåñÿòêàõ è ñîòíÿõ òûñÿ÷ âðåìåííûõ øàãîâ, ïîýòîìó ïðåèìóùåñòâî êîìáèíèðîâàííîãîìåòîäà ìîæåò èçìåðÿòüñÿ ñóòêàìè.4. Çàêëþ÷åíèåÂ ñòàòüå îïèñàí ý��åêòèâíûé ïàðàëëåëüíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïðåäíàçíà÷åííûéäëÿ èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåìàõ ìíîãèõ òåë íàìíîãîïðîöåññîðíûõ êîìïüþòåðàõ MIMD - àðõèòåêòóðû. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòèâû÷èñëåíèé è óïðîùåíèÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ èñïîëüçîâàíû èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû ñó÷åòîì îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ ýâîëþöèîííûõ ïðîöåññîâ. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èåîïèñàííîãî ïîäõîäà îò ïðÿìûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè îáåñïå÷èòü áûñòðóþñõîäèìîñòü ïðè âûñîêîé òî÷íîñòè, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðàçâèòèè â ñðåäå�èçè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè.
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�èñ. 4. Óñêîðåíèå ïðîãðàììû â öåëîì, ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà-Ëèóâèëëÿìåòîäîì ÷àñòèö. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâîé ãàðìîíèêè ïîòåíöèàëà ðåøàåòñÿñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ãàðìîíèê ìåòîäîì ÏÂ�. (êðóãè). Âäðóãîì ñëó÷àå, âñå ãàðìîíèêè âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì ÏÂ� (êâàäðàòû).Ëèòåðàòóðà1. Ñíûòíèêîâ Â.Í., Âøèâêîâ Â.À., Äóäíèêîâà �.È., Íèêèòèí Ñ.À., Ïàðìîí Â.Í., Ñíûò-íèêîâ À.Â. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãðàâèòàöèîííûõ ñèñòåì ìíîãèõ òåë ñ ãàçîì. //Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè, íîìåð 3, òîì 7. 2002, ñ.72-84.2. Miller R.H. Validity of Disk Galaxy Simulations. // J. of Comp. Phys. 1976, V.21, p.400.3. Äåììåëü Äæ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà. "Ìèð 2001.4. Èëüèí Â.Ï. Ìåòîäû íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ì.:Íàóêà, 1995.5. Êàëèòêèí Í.Í. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1978.6. Ñàìàðñêèé, À.À.; Íèêîëàåâ, Å.Ñ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà,1978.7. Numeri
al Algorithms Group. NAG Fortran Library. http://www.nag.
o.uk/numeri
/FL/FLdo
umentation.asp8. Intel R©Math Kernel Library 10.0 - Overview. http://www.intel.
om/
d/software/produ
ts/asmo-na/eng/307757.htm
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